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Gaarne maak ik van de mij hier aangeboden gelegenheid 
gebruik, om mijn hartelijken dank te betuigen aan de Hoog- 
leeraren in de Faculteit der Wis- en Natuurkunde voor hunne 
welwillende leiding bij mijne studiën, zoowel in als buiten de 
collegezaal. Dat een groot deel van dien welgemeeoden dank 
U toekomt, Hooggeleerde J. de Vries, Hooggeachte Promotor, 
behoef ik U nauwelijks te verzekeren; Uwe belangstelling in 
mijn werk zal ik steeds dankbaar gedenken. 
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INLEIDING. 



In zijn „Kalkül der abzahlenden Gcomfitrie" geefl Dr. H. 
ScHUBERT in Hoofdstuk IV, § 20, eenige tabellen, die een over- 
zicht geven van aantallen kegelsneden, welke aan acht gegeven 
voorwaarden voldoen. Deze tabellen zijn afgeleid uit twee 
andere, welke aantallen ontaarde kegelsneden aanwijzen, die 
aan zeven voorwaarden voldoen. Die afleiding geschiedt met 
behulp van twee eenvoudige formules, die betrekkingen aan- 
geven, welke bij stelsels kegelsneden tusschen de grootheden 
(^, V, p, S en i^ bestaan. Hierin stelt voor: 

{^ het aantal kegelsneden, waarvan het vlak door een ge- 
geven punt gaat. 
y het aantal kegelsneden, die eene gegeven rechte snijden. 
p het aantal kegelsneden, die een gegeven vlak aanraken. 
S eene ontaarding van den tweeden graad. 
VI eene ontaarding der tweede klasse. 

Door Dr. Schubert zijn echter slechts enkele voorbeelden 
gegeven van de bepaling der uitkomsten, die in de tabellen 
der ontaardingen neergelegd zijn, en uit deze tabellen zijn 
cUleen door berekening, met behulp van bovengenoemde for- 
mules, de aantallen kegelsneden afgeleid, die aan acht voor- 
waarden voldoen. 

Daarom heb ik mij in dit proefschrift ten doel gesteld, eenige 
aantallen kegelsneden, die aan acht gegeven voorwaarden 
voldoen, te bepalen enkel met behulp van het beginsel van 
het behoud van het aantal en tevens de geheele afleiding 
van de labellen voor de ontaarde kegelsneden hierin te geven. 
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Hierbij heb ik gebruik gemaakt van eeoige, in die richting 
verkregen resultaten, die door Prof. Dr. J. de Vries reeds zijn 
neergelegd in eene niededeeling; „Over het aantai kegelsneden, 
die acht gegeven rechten snijden" (Verslagen Kon, Academie 
van Wetenschappen te Amsterdam, X, 1901, bl. 192) en op 
deze uitkomsten heb ik verder voortgebouwd. 

Tevens heb ik een onderzoek ingesteld naar de oppervlakken, 
die ontstaan uit stelsels van OO^ vele kegelsneden, die aan 
zeven voorwaarden voldoen. 



Als men de aantallen kegelsneden zoekt, die voldoen aan 
de voorwaarden /-i" v" p', waarin m -f- n + r ^ 8, krijgt men 
voor de mogelijke waarden van m, n en r de volgende tabel: 



Hierin stelt voor: 

/ji het aantal kegelsneden, waarvan liet vlak door een be- 
paald punt gaat. 
V het aantal kegelsneden, die eene gegeven rechte snijden. 
p het aantal kegelsneden, die een gegeven vlak aanraken. 



Deze tabel zal nu berekend worden volgens li 
van het behoud van het aantal. Dit beginsel luidt aldus: 

Het aantal figuren, dat aan bepaalde voorwaarden voldoet, 
verandert niet of wordt oneindig groot, als men de voor- 
waarden continu wijzigt. 

Als men met behulp van dit beginsel de tabel zoekt, moet 
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men uitkomsten gebruiken, verkregen in twee andere tabellen, 
die hier volgen: 



P'y' 




P ,i '/• 








Pl,« 


P') 


'V 




P 1^. ■/ 


"P 






P.V 


P^ 


,',' 




P,..,' 


V^ 






p,V' 


P», 


' p^ 




P,^y' 


''[ 






P.'/ 


P>, 






P,^y 

'f 






V^ 


P,V' 

Pv ,■ 

p," 






T,^y 


P^ 




T. 


'V^ 








T ,^ ,»' 






T; 


f' 





Hierin stelt voor: 

P het aantal kegelsneden, die door een gegeven punt gaan. 
T het aantal kegelsneden, die eene gegeven rechte aanraken. 
(j., y en ^ hebben dezelfde beteekenis als in de eerstge- 
noemde tabel. 

Wij gaan nu eerst de laatstgenoemde tabellen zoeken. 
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HOOFDSTUK I. 



Bepaling der aantallen 
P ■:."/■, P»"^"«', V>"« 



§ 1. 
^. De voorwaarde P^ geeft aan, dat de kegelsiieden door twee 
gegeven punten Pi en Pa moeten gaan. Verder moeten ze 
vier gegeven stralen v,, ^2, vg, 'Jt snijden. 

Legt men drie van deze stralen, b.v. yi, :/2, vs ineen viak0, 
dan ligt in een willekeurig vlak door Pi Pa geene kegelsnede, 
die aan de -vraag voldoet, omdat ze den doorgang van yi, va, 
V3, V4 met Pi en Pa moet verbinden. Dit is alleen mogelijk, 
wanneer de vier doorgangen collineair zijn of als twee dier 
doorgangen samenvallen. 

Het eerste gebeurt, als men een vlak legt door Pi Pa en 
den doorgang van y* op 4*- In dit vlak voldoet dan het 
samenstel der rechte Pi Pa met de rechte, die haar door- 
gang op ó met den doorgang van n verbindt. 

Het tweede gebeurt, als men een vlak legt door Pi Pa en 
een der drie snijpunten van >i, ^a, ^a- In elk dezer vlakken 
ligt eene eigenlijke kegelsnede, die voldoet en op deze wijze 
vindt men dus nog drie oplossingen. 

In het geheel voldoen dus viet' antwoorden aan do vraag. 
Volgens het genoemde beginsel van het behoud van het 
aantal is dus 

P^ -A = 4. 

' p- De kegelsneden moeten weer door twee gegeven punten 
Pi en Ps gaan, verder drie stralen yi, va, V8 snijden en een 
vlak p aanraken. 
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Legt men -Ji, -h, vs in een vlak tp, dan kan men het vlak 
aanbrengen door Pi, Pï en een der drie snijpunten van 
vi, n, n- In dit vlak zoekt men het snijpunt met de over- 
blijvende V en de snijlijn met p. Men vindt dan hierin tivee 
kegelsneden door vier punten, die eene rechte aanraken. Men 
vindt drie zulke vlakken, dus 3X^ = 6 oplossingen. 

Hier is geene ontaarding van den tweeden graad mogelijk, 
omdat dan uit een punt van p eene rechte getrokken zou 
moeten worden naar Pi of Pa, die tevens op eene der rechten 
■j moest rusten. Dus heeft men : 



P^yV^ De kegelsneden gaan weer door de punten Pi en P3, snijden 
twee gegeven stralen vi en va en raken twee vlakken pi en p2 aan. 

Laat men de rechte Pi P2 snijden door vi, dan voldoen 
alleen kegelsneden in het vlak, gebracht door Pi P3 en n- 
Zooals later bepaald wordt, is de waarde van (j? •/ p^ vier; 
er liggen dus in genoemd vink vier kegelsneden door drie 
punten, die twee rechten aanraken en ieder is dubbel te tellen, 
omdat zij -/i tweemaal snijdt. Dit geeft dus «clit eigenlijke 
kegelsneden, die voldoen. 

Hier voldoen geene ontaarditigen aan de vraag, omdat Pi P^ 
niet gesneden wordt door vt en door de snijlijn l van pi en p^, 
en er uil een punt van l geene rechte door Pi of Pï mogelijk 
is, die tevens op ya rust. 

Dus dan vindt men ook in het algemeen: 

P^ -j p^. De kegelsneden moeten door Pi on Pa gaan, eene gegeven 
rechte v snijden en drie gegeven vlakken pt, p-i, pz aanraken. 
Men laat hier weer Pi Pa door -j snijden, dan voldoen alleen 
kegelsneden in het vlak door Pi Pa en y gebracht, Zooals 
later bepaald wordt, is de waarde van /// v^ p'^ viet-; er liggen 
dus in genoemd vlak vier kegelsneden door twee punten, 
welke drie rechten aanraken. ledere kegelsnede is dubbel 
in rekening te brengen, omdat zij vi tweemaal snijdt. Zoo 
vindt men dus acht oplossingen. 
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Hier voldoen geene ontaardingen, omdat het snijpunt der 
drie vlakken p niet op de rechte Pi Pa ligt en men uit dit 
snijpunt ook geene rechte naar Pi of Pa kan trekken, die 
tevens op y rust. Dus is 

F^y p^ = 8 . 

De kegelsneden gaan door Pi en Ps en moeten vier vlakken 
pi, p2, ps, Pi aanraken. 

Men legt hier drie vlakken, pi, ps, p&, door eene rechte l, 
dan zal geene eigenlijke kegelsnede aan de vraag kunnen 
voldoen. Immers deze zou door Pi en Pa moeten gaan en l 
aanraken, wat in het algemeen onmogelijk is, omdat l en 
Pi Pa niet in één vlak liggen. 

Eenig vlak door Pi Pa gebracht, geeft in de snijlijnen met 
pi, p'i, ps drie raaklijnen, die door één punt gaan. De kegel- 
snede moet dus ontaarden en daar ook pi moet aangeraakt 
worden, is de eenig mogelijke oplossing eene ontaarding van 
den tweeden graad in het vlak door Pj Pa en het snijpunt 
van pi met l. Deze zal achtmaal in rekening gebracht moeten 
worden. Immers de rechte l is als snijlijn van twee der vlakken 
pi, ps, ps bepaald, dus moeten ook slechts twee dezer vlakken 
voor de ontaarding dubbel in rekening gebracht worden. 
Ook pi gaat door het dubbelpunt, zoodat deze ontaarding 
achtmaal te tellen is. 

Er voldoen hier geene ontaardingen der tweede klasse, 
omdat Pi Pa de rechte l niet snijdt. 

In het geheel zijn er dus acht oplossingen, zoodat men heeft: 



P jj, f ^ Hier moet het vlak der kegelsneden door een gegeven punt 
(Li gaan, terwijl de kegelsneden zelf door een gegeven punt P 
moeten gaan en vijf stralen s'i, ;'a, vs, i't, ^s moeten snijden. 
Legt men drie van de vijf stralen in een vlak 4>, dan kan 
men een vlak aanbrengen door P, door fi en door een der 
snijpunten van yi, i-a, >3. In dit vlak bepaalt men de snijpunten 
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met de overige drie rechten en vindt dan door vijf punten 
ééne kegeisnede, die voldoet. Zoo zijn er in het geheel drie. 

Verder lïan men de transversaal t leggen uit P opvien^'s; 
vervolgens brengt men een vlat door fi en t, dan snijdt dit 
vlak het vlak cp volgens eene rechte, die met ( eene ontaarding 
van den tweeden graad vormt, welke voldoet. 

Legt men eindelijk het vlak door /j., door P en door hei 
snijpunt Q4 van vi met cp, dan kan men de snijtijn bepalen 
van dit vlak {/-; F Qi) met het vlak cp. Zij deze snijlijn de 
lijn t% dan legt men uit P eene transversaal op t' en op ve 
en deze vormt met t' eene ontaarding van den tvpeeden graad, 
die voldoet. Zoo vindt men ook eene ontaarding in het vlak 
door P, (.i en Q5. welk laatste punt de doorgang van v^ op cp is, 

In het geheel zijn er dus zett oplossingen, waaruit volgt 



'■ Hier moeten de kegelsneden door een gegeven punt P gaan, 
vier stralen vi, vz, ps, Vi snijden en een vlak fi aanraken, terwijl 
haar vlak door een punt (j. gaat. 

Legt men weer V[, 1/2, yg in een viak <p, dan voldoet elke 
kegeisnede in het vlak, gebracht door P, ^ en een der snij- 
punten van yi, Vi, VS, welke de overige stralen snijdt en het 
vlak p aanraakt. Men vindt twee kegelsneden in genoemd 
vlak, die door vier gegeven punten gaan en den doorgang 
van p met dit vlak aanraken. Daar -^i, vi, Vi drie snijpunten 
hebben, vindt men op deze wijze 3X2 = 6 oplossingen. 

Legt men een transversaal t uit P op ^4 en den doorgang l 
van p met (p>, dan kan men een vlak brengen door /^ en (. 
Dit vlak snijdt <p in eene rechte t\ die met t een lijnenpaar 
vormt, dat men dubbel moet tellen, omdat p door haar dubbel- 
punt gaat. 

Brengt men eindelijk het vlak door P, f* en den doorgang Q4 
van !/4 met t^, dan snijdt dit vlak het vlak in eene rechte*". 
Men verbindt P met het snijpunt van (" en ^ door eene 
rechte ('", dan vormt t'" met i' een lijnenpaar, dat e 
dubbel is te tellen. 
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In het geheel zijn er dus 6 + 2 + 2^10 oplossingen, zoodnL 
men heeft 

P fx ■A p = 10 . 

F /v- y^ p^ . Dg ke^elsneden moeten door P gaan, drie rechten :'i,>'3, va 
snijden en twee vlakken pi en p2 aanraken, terwijl haar vlak 
door een gegeven punt ^ gaat. 

Legt men vi, va, va in een vlak <p, dan kan men een vlak x; 
aanbrengen door P, (^ en een der snijpunten van vi, vi, va. 
In dit vlak % liggen dan vier kegelsneden, welke door P, het 
genoemde snijpunt en den doorgang der overblijvende rechte 
gaan, terwijl zij de doorgangen van pi en p^ met % aanraken. 
Daar er drie snijpunten van vi, va, yg zijn, vindt men op deze 
wijze 3 X 4 — 12 oplossingen. 

Legt men het vlak door P, door het snijpunt van (p met 
de doorsnede l van pi en ps en door het punt pt, dan snijdt 
dit vlak het vlak in eene rechte (. Verbindt men dan P 
met het snijpunt van t en l door eene rechte t', dan vormt t' 
met ( een lijnenpaar, dat voldoet en viermaal is te tellen, 
omdat pi en p2 door haar dubbelpunt gaan. 

Eene ontaarding der tweede klasse is hier niet mogelijk, 
omdat uit P geene rechte kan rasten op vi, ^s, ^s. 

Dus in het geheel zijn er 12 -|- 4 = 16 oplossingen, 
zoodat men vindt: 



1^. De kegelsneden moeten door P gaan, twee stralen >i en y^ 
snijden en drie vlakken pi, pa, p?. aanraken, terwijl haar vlak 
door een punt pi, gaat. 

Legt men pi^ p2, p^ door eene rechte l, dan kan men een 
transversaal t leggen uit P op vi en l; brengt men een vlak 
door IX en t, dan snijdt dit vlak de rechte va in een punt Qa ; 
verbindt men Qa met het snijpunt van t en l, dan vormt deze 
rechte met t eene ontaarding van den tweeden graad, die 
voor viet' is te tellen. Immers de rechte l is als snijlijn van 
twee der drie vlakken p volkomen bepaald en elk vlak door? 
is raakvlak aan de kegelsncde. De beide bepalende vlakken a, 
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die door hef dubbelpunt der ontaarding gaan, maken, dat 
deze ontaai-ding viermaal in rekening gebracht moet worden. 

Daar men eene dei^ehjlce oplossing vindt met de transversaal 
uit P op yg en l, zijn dit samen acht oplossingen. 

Beschouwt men het regelvlak van den tvreeden graad door 
vi, Vi, l, dan moet men door de rechte P {j. een raakvlak aan 
dit quadratische regelvlak aanbrengen. Dit is op twee manieren 
mogelijk, en h is zoodoende op twee manieren bepaald. Men 
zoekt nu de beide snijpunten van deze rechten met /, en 
verbindt deze met P. Zoo vhidt men dus twee ontaardingen, 
die elk voor vier zijn te tellen; dit geeft weer 8 oplossingen. 

In het geheel zijn er dus 16, zoodat 
P 1,. -/■' p^ = lij. 

■j fli. Hier gaan de kegelsnedon door P, snijden >i en i^a en raken 
/Ji, fjï, ^3, f4 aan, terwijl haar vlak door een punt ^ gaat. 

Legt men ^i, jia, fJs door eene rechte l, dan brengt men het 
vlak door P, (/. en het snijpunt S van l met f*. Dit vlak 
snijdt V in een punt Q. Verbindt men S met P en met Q, 
dan voldoet deze ontaarding van den tweeden graad en is 
voor acH te tellen, omdat l door twee der drie vlakken p 
bepaald is en p^ tevens door het dubbelpunt gaat. 

Legt men verder de transversaal uit P op v en l, dan vol- 
doet deze ontaarding der tweede klasse, want haar vlak is 
bepaald, omdat dit nog door {a moet gaan. Ze geldt voor 
vier oplossingen, omdat ze v dubbel snijdt en dubbel door 
P gaat. 

In het gehoel zijn er dus 12 oplossingen en men heeft dus: 
p ^ y ^-t = 12. 

: f . Hier moeten de kegelsneden door een punt P gaan en vijf 
vlakken ^i, p2, ,os, fi, ps aanraken, terwiji haar vlak door ^ 
zal gaan. 

Legt men weer ^i, p2, p» door eene rechte l, dan voldoet 
vooreerst de ontaarding der tweede klasse, gevormd door de 
verbindingslijn t van P met het snijpunt S van l en pi. Haar 
vlak is bepaald, daar dit door y. gaat, en de straalpunten 
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liggpn in & en in het snijpunt van i met ^b. Deze ontaarding is 
dubbel te tellen omdat £\] tweemaal door P gaat. 

Zoo \m1t men er nog eene, als men P met het snijpunt 
van l en p^ lerbiiidt 

Legt men eindelijk de transversaal uit P op i en op do 
■-nijlijn van p^ en p5 dan vormt deze transversaal ook eene 
onta-iidmg der t^veede kUsse die dubbel te tellen is en waar- 
van het vlak bepntd i-. omdat het door (^ gaat. De straai- 
punten liggen op / en op de siiijhjn van pt en p^. 

In het geheel Mndt men dus 6 oplossingen, zoodat 
P /-^ ^s = 6. 

§ 3. 

Het aantal kgelsneden, die door een gegeven punt P gaan 
en zes stralen vi, V2, va, ;'*, vs, i's snijden, kan men vinden, door 
yi, y», 'Js in een vlak 4^ te leggen. 

Eigenlijke kegelsneden vindt men, als ze door P en een 
der snijpunten van yi, va, v^ gaan en de overige vier rechten 
snijden. Volgens de gevonden waarde voor P^ ^* is dit aantal 
vier voor elk der snijpunten van ^i, ya, ^s; dus in 't geheel 
vindt men zoo ttnaalf oplossingen. 

Legt men de transversaal uit P op ^4 en y&, dan snijdt deze 
het vlak <p m een punt S; verbindt men S met den door- 
gang Qa van vs met ^pi dan vormen deze beide rechten een 
hjnenpaar dat voldoet. Men vindt er drie op deze wijze 
omdat men Ui, y^, va op drie wijzen twee aan één kan com- 
bineeren. 

Verbindt men de snijpunten Qe en Q« van ys en ve met ip 
en legt men de transversaal uit P op Vi en deze verbindings- 
lijn, dan vormt deze transvei-saal met die verbindingslijn een 
lijnenpaar. Ook hier vindt men er drie. 

In het geheel zijn er dus 12 eigenlijke en 6 ontaarde kegel- 
sneden, zoodat 

P y"^ = 18. 

De kegelsneden moeten door P gaan, verder vijl' stralen 
vi, ya, I's, vi, ya snijden en een vlak p aanraken. 
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Legt men weer drie stralen i-ijVs, ^3 i« een vlak <p, dan 
voldoen vooreerst alle kegelsneden door P en een der snij- 
punten van vi, Vi, vg, weike op de overige drie rechten rusten 
en p aanraken. Volgens de gevonden waarde voor P^ v* p 
is dit voor elk der snijpunten van yi, n en ^3 zes, dus voor 
alle samen 18. 

Legt men de transversaal t uit P op vi en op de snijlijn 
l van p met <p en vervolgens uit het snijpunt van i en / de 
transversaal (' naar het snijpunt Qs van vs met (p, dan vor- 
men _t en t' een lijnenpaar, dat dubbel te tellen is, omdat p 
door haar dubbelpunt gaat. Zoo vindt men er nog een, dus 
dit geeft samen vier oplossingen. 

Verbindt men de snijpunten Qi en Q5 van yt en us, dan 
snijdt deze verbindingslijn den doorgang l in een punt S. 
S met P verbonden geeft dan de tweede rechte van een 
lijnenpaar, dat voldoet en dubbel te tellen is, omdat p door 
haar dubbelpunt gaat. 

In het geheel vindt men dus 18 -|- 4 + 2 = 24 oplossin- 
gen, zoodat 

p ^5 p = 24. 

De kegelsneden moeten door P gaan, vier stralen -Ji, vs, vg, Vi 
snijden en twee vlakken pi en p2 aanraken. 

Legt men weer Vi, vi, y» in een vlak (pt dan voldoen voor- 
eerst alle kegelsneden door P en een der snijpunten van 
jj j /3, welke de overige twee rechten snijden en p\ en p^ 
aaniaten Volgens de gevonden waarde voor P^y^^j^ is dit 
aantal loor elk der drie snijpunten acht, dus in het geheel 
vmdt men op deze wijze 24 oplossingen. 

\.K de doorsnede van pi en p^ het vlak <p in con punt S 
snijdt, verbindt men P met S. Deze rechte wordt lot een 
lijnenpaar aangevuld door de verbnidingslijn van S met den 
doorgang Q* van vi met tj). Deze oplossing geldt voor vier, 
omdat fi en ^2 door haar dubbelpunt gaan. 

Men vindt dus 24 + 4 = 28 oplossingen, zoodat 
-? ,/ f = 28. 
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Hier gaan de kegelsneden door P, snijden drie gegeven 
rechten vi, ^2, yg en raken aan drie Tlakken pi, p2, ps. 

Legt men vi, v^, vs weer in een vlak <p, dan voldoen alle 
kegelsneden door P en elk der drie snijpunten van yi, vz, n, 
welke de overblijvende rechte snijden en ^1, ^13, p% aanraken. 
Volgens de gevonden waarde voor P^ y p^ is dit aantal voor 
elk der snijpunten acht, dus in 't geheel 3 X 8 = 94. 

Hier voldoet geene ontaarding van den tweeden graad, omdat 
het snijpunt van p\, p^, p» niet in Ó ligt en uit een punt geene 
rechte kan gaan, die op drie stralen rust. Ook voldoet geene 
ontaarding der tweede klasse, want eene rechte kan uit een 
punt niet op vier stralen rusten. Dus is 
p / p3 ^ 24. 

De kegelsneden moeten door F gaan, twee stralen yi en -j-i 
snijden en vier vlakken ^1, pi, pi, p4, aanraken. 

Legt men hier drie vlakken pi, pt, pa door eene rechte l, 
dan voldoen vooreerst kegelsneden in het vlak door F en ï 
gebracht. Hierin vindt men behalve P nog de twee snijpunten 
met yi en Vi en behalve l nog den doorgang met pi. Er zijn 
vier kegelsneden door drie punten, welke twee rechten raken, 
maar elk van deze oplossingen moet dubbel geteld worden, 
daar de raaklijn l hier dubbel in rekening moet worden gebracht. 
Daarom vindt men op deze wijze 4X2=8 oplossingen. 

Ook voldoet de ontaarding van den tweeden graad, die 
gevormd wordt door de rechte, gaande door F en het snij- 
punt O van pi, Pi, ps, pi en de rechte uit Q op vi en vs. Deze 
oplossing is voor acht te tellen, want de rechte l is dubbel 
te tellen en pi gaat door het dubbelpunt. 

In het geheel vindt men dus 8 + 8=16 oplossingen, zoodat 
■ P y^;;* = 16. 

'. Düor P moeten de kegelsneden gaan; verder moeten ze 

eene rechte y snijden en vijf vlakken pi, pi, pa, pi, p5 aanraken. 

Legt men pi, p^, ps door eene rechte l, dan voldoen hier 

alleen kegelsneden in het vlak door P en !. Hierin zijn viei- 

kegelsneden dooi- twee punten, die drie rechten raken. Elk 
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moet echter dubbel geteld worden, omdat ook hier de rechte 
l weer dubbel te tellen is. 

Eene ontaarding is hier niet mogelijk, want pi, pa, p3, pt, pö 
gaan niet door één punt en uit P kan geene rechte gaan op 
H en verder door de twee snijpunten van l met p^ en pb of 
naar vi, l en de snijlijn van p.t en pi. Dus is 



Hier moeten de kegelsneden door P gaan en verder zes 
gegeven vlakken ^i, ps, p&, pi, pt,, pe aanraken. 

Legt men weer drie vlakken pi, p^, pa door eene rechte l, 
dan voldoen alleen kegelsneden in het vlak, gebracht door 
P en l. In dit vlak liggen het punt P en behalve l nog de 
drie doorgangen van pi, pö, ps. Men vindt dus hierin twee 
kegelsneden, die door een punt gaan en vier rechten aan- 
raken, maar ze zijn dubbel te tellen, omdat de rechte / weer 
dubbel als raakliin moet worden opgevat. Dit geeft dus 
2X2^4 oplossingen. 

Eene ontaarding voldoet hier niet, omdat pi, p2, ps, ft, pt, pe 
elkaar niet in één punt snijden en er ook geene transversaal 
mogelijk is uit P naar l en door het snijpunt van pi, p5, ps of 
door 't snijpunt van pi, ps, p-ó, pi en op de snijlijn van püenpe. 
Dus is 

P / — 4. 

§4. 
'-. De voonvaarde T geeft aan, dat de kegelsneden eene ge- 
"geven rechte t moeten aanraken. De kegelsneden moeten 
dus liggen in eenig vlak door t. Daar haar vlak eveneens 
door een gegeven punt /^ gaat, is het vlak dus volkomen 
bepaald. Verder moeten de kegelsneden vier gegeven stralen 
vi, va, V3; n snijden. 

Men legt drie stralen vi, va, ys zoodanig, dat de snijpunten 
Qi, Qa, Qï met het vlak (p der kegelsneden in eene rechte n 
liggen en zoekt verder het snijpunt Q* van Vi met <p. Dan vol- 
doet als eenige oplossing de rechte n met de verbindingslijn 
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van Q4 met het snijpunt van n en t. Deze ontaarding van 
den tweeden graad is dubbel te tellen, daar t door het dub- 
belpunt gaat. Zij is ondubbelzinnig bepaald en eene eigenlijke 
kegelsnede voldoet niet, omdat drie punten in eene rechte 
liggen. Dus is 

f i-t -J* p - Het vlak cp dor kegelsneden is weer hekend door de rechte ( 
en het punt ^. Verder moeten de kegelsneden drie gegeven 
rechten '^i, ya, vs snijden en een vlak p aanraken. 

Men legt t door het snijpunt Q van v met het vlak tp en 
tevens daardoor de snijlijn l van p met <p. Verder zoekt men 
de snijpunten Qa en Qa van ya en n met <p. Nu voldoet 
alleen de ontaarding van den tweeden graad, gevormd door 
de rechten Qi Qa en Qi Q3. Deze geldt echter voor vier, 
daar er twee raaklijnen door haar dubbelpunt gaan. Zij is 
ondubbelzinnig bepaald en er voldoet hier geen eigenlijke 
kegelsnede, omdat er twee raaklijnen door een punt der kegel- 
snede gaan. 
Men vindt dus: 

T /.^ y^ ^ = 4. 

T/j.'/^p^. De rechte t en het punt /j, bepalen weer het vlak (j) der 
kegelsneden. Bovendien moeten de kegelsneden twee gegeven 
stralen vi en j-s snijden en twee gegeven vlakken, pi en ^2, 
aanraken. Men legt hier de snijlijnen h en h van pi en p2 
met lp door het snijpunt Qi van vi met <p. Verder zoekt men 
het snijpunt Qa van V2 met (p. Dan voldoet hier alleen de 
ontaarding der tweede klasse Qi Qa, die voor ra'er oplossingen 
geldt, daar ^1 en ya dubbel worden gesneden. Deze ontaarding 
is ondubbelzinnig bepaald en daar er ook hier geene eigenlijke 
kegelsnede voldoet, heeft men 

T f^ v^ p^ -= 4. 

1 1J.-J p'-^. De voorwaarden T, (a bepalen weer het vlak (p der kogel- 
sneden, en deze moeten dan eene gegeven rechte y snijden on 
drie gegeven vlakken pi, p^, ps aanraken. 

Men legt pi en p^ zóó, dat hare snijlijnen ^i en h met het 
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vlak door het snijpunt Q van y met cp gaan. Verder zoekt 
men de snijlijn (3 van ^3 met Ó. Hier voldoet alleen de ont- 
aarding der tweede klasse, gevormd door de verbindingslijn 
van Q met het snijpunt van Is en t. Deze is dubbel te tellen, 
daar zij > dubbel snijdt, en daar zij ondubbelzinnig bepaald 
is en er hier geene eigenlijke kegelsnede voldoet, is 

Weer is het vlak 4> bekend en de kegelsneden moeten vier 
gegeven vlakken pi, pi, pa, pi aanraken. 

Men legt pi, p2, p» zoo, dat hun snijpunt in (p valt; dan zoekt 
men den doorgang h van pi met <p. De eenige oplossing is 
de ontaarding der tweede klasse, gevormd door de rechte, die 
het snijpunt van pi, p2, pa verbindt met het snijpunt van 4 en 
de gegeven raaklïjn t. Deze op lossing is ondubbelzinnig bepaald. 

Er voldoet hier geene eigenlijke kegelsnede, daar drie raak- 
lijncn door een punt gaan. Men vindt dus 



Hier moeten de kegelsneden een gegeven rechte t aanraken 
en vijf stralen vi, vz, v^, /i, ^e snijden. 

Laat men t snijden door vi en vt, dan voldoen vooreerst 
kegelsneden in het vlak gebracht door / en vi en in dat door 
* en Va. In elk vlak vindt men ééne kegelsnede door vier 
punten, die t aanraakt, omdat een dezer punten op t ligt en 
dus het raakpunt is. Deze ééne oplossing zal echter dubbel 
gerekend moeten worden, omdat zij als twee samengevallen 
kegelsneden beschouwd moet worden. Als n.I de vier punten 
buiten t liggen, voldoen twee kegelsneden ; laat men een dezer 
punten tot i naderen, dan verschillen deze twee kegelsneden 
steeds minder en valt het punt op ;(, dan zijn ze samengevallen. 
Daar tevens vi of va dubbel gesneden wordt, geeft dit voor 
beide vlakken samen 8 oplossingen, die voldoen. 

Legt men eene transversaal op t, Vi, Vi, vs, dan vormt deze 
transversaal met t eene ontaarding van den tweeden graad. 
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Er zijn twee transversalen op de vier rechten en elke oplossing 
is dubbel te tellen, omdat de raaklijn t door het dubbelpunt 
gaat. Zoo vindt men dus nog vier oplossingen, 

In het geheel zijn er 12 oplossingen, dus vindt men 

i: '/ = \% 

De kegelsneden moeten eene rechte t raken, vier stralen 
i'iiVa, V3, Vi sniiden en een vlak p aanraken. Men laat iweer 
snijden door vi en i^s, dan voldoen vooreerst kegelsneden in de 
vlakken door ( en v\ en door t en va. In elk dier vlakken 
zijn tweemaal twee samengevallen kegelsneden, omdat ook 
hier een der snijpunten op t ligt. Elke oplossing is dubbel 
te tellen, daar n of v^ tweemaal gesneden wordt. Zoo vindt 
men dus 16 oplossingen. 

Verder voldoet de rechte ( met de transversaal uit het 
snijpunt van * met pi naar va en vt; deze oplossing moet 
viermaal in rekening worden gebracht, omdat t en pt, door 
het dubbelpunt gaan. 

In het geheel zijn er dus tG + 4 ~ 20 oplossingen, zoodat 
men heeft 

T ■/ p = 20 . 

*. Weer raken de kegelsneden eene rechte t; verder snijden 
zij drie stralen yi, -Ji, Vi en raken twee vlakken p\ en p^ aan. 

Men laat ( weer snijden door n en ^2, dan voldoen voor- 
eerst kegelsneden in het vlak door t en vi, die door twee 
punten gaan en drie rechten aanraken. Dit zijn hier tweemaal 
twee samengevallen kegelsneden, die elk dubbel te tellen zijn, 
daar zij vi dubbel snijden. Zoo vindt men dus acht oplos- 
singen; ook zijn er acht in het vlak door t en v^, dus in 
het geheel 16 oplossingen. 

Hier voldoet geene ontaarding van den tweeden graad, 
omdat i de snijlijn van p\ en p-i niet snijdt. 

Ook voldoet geene ontaarding der tweede klasse, want eene 
rechte kan niet op vijf stralen rusten. Dus is 
T -^ p^ = IG. 
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Weer laken de kegel&neden aan t, verder aan drie vlatken 
I f5 ^3 en 21J smjden twee stralen vi en j/a. 

Men i^at t weei smiden door vi en 1/2, dan voldoen alleen 
kegel'-neden in de vlakken door t en vi, en ( en vi. In eik 
dier klakken ligt eene kegelsnede, die als twee samengevallen 
kegel&neden te beschoii\Aen is. Zij snijdt yi of yg dubbel en 
la dus. voor wr te tellen In beide vlakken samen geeft dit 
du*, acht oplossingen 

El voldoet hier gefue ontaarding van den tweeden graad, 
omdat f niet dooi het snijpunt van pi, ps, ps gaat. 

E\enmin voldoet eene ontaarding der tweede klasse, VFant 
uit een punt 1^ gten lerhte te trekken, die op drie gegeven 
rechten rust. Dus is 

T y^ p^ = 8. 

De rechte t wordt aangeraakt door de kegelsneden en deze 
moeten tevens op een straal y rusten en vier vlakken ^1, p2, 
ps, pi aanraken. 

Men laat t snijden door do snijlijncn Zia on La van p-i en 
Pi en van ^3 en p^, achtereenvolgens in de punten P12 en P31. 
Als men het vlak brengt door t en ^12, voldoet hierin de 
ontaarding der tweede klasse, die gevormd wordt door de 
verbindingslijn n van Ps-i met hot snijpunt van genoemd vlak 
met -j. Deze ontaarding is dubbel te tellen, omdat zij de 
rechte v tweemaal ontmoet. 

Eveneens vindt men zulk een dubbel te teilen ontaarding 
in het vlak door tenhi. Dit geeft dus samen yier antwoorden. 

Er voldoen hier geene eigenlijke kegelsneden engeene ont- 
aardingen van den tweeden graad, zoodat 



De kegelsneden moeten weer derechte i aanraken en boven- 
dien vijf gegeven vlakken ^i, pz, /'s, p^fp^- 

Weer legt men de snijlijnen ?i2 van pi en p^ en lm van 
pa en pi op de rechte t. Er voldoen hier alleen kegelsneden 
in de vlakken door t en h^ en door t en h^. Als ^12 de 
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rechte t in Pjs, en Ut. haar in P34 snijdt, voldoet in het vlalc 
door t en /12 alleen de ontaarding der tweede klasse, gevornid 
door de verbindingslijn van Pg* met het snijpunt van ^12 en p^. 
Deze oplossing is enkelvoudig. 

Zoo vindt men eveneens eene ontaarding der tweede klasse 
in het vlak door t en Zsi en daar er verder geene eigenlijke 
kegelsneden en geene ontaardingen van den tweeden graad 
voldoen, is het totale aantal antwoorden hier twee. Dus is 
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HOOFDSTUK II. 



BErAUNG nEIi AANTALLEK KEGEL3NEDEN, DIE VOLDOEN AAN 
AfIHT V'OOnWAARilËN. 

§ 1. 

Do voorwaarde ij.^ geeft, aan, dat het vlak der kegelsuede 
door drie gegeven punten gaat. Dit vlak is daardoor dus 
volkomen bepaald. Verder zoekt men de snijpunten Pi, Pa, Pa, 
Pi, Ps van -Ji^ Vi, -Jt^ -Ji, !J5 met het vlak der kegelsnede. 

Legt men Pi, P2, Pa op ééne rechte, dan voldoet aan de 
vraag het samenstel van deze rechte met de verbindingslijn 
van P4 en Pb als ontaarding van den tweeden graad. Dit is 
blijkbaar de eenige oplossing, zoodat volgens het beginsel van 
het behoud van het aantal in het algemeen ook slechts éóne 
oplossing voldoet. Dus is 

,.■ .' - 1. 



Door do voorwaarde (j.^ is weer bet vlak der kegelsnede 
volkomen bepaald. Men zoekt de snijpunten Pi, Pa, P3, P4 
van dit vlak met m, y^, vs, v+. Tevens bepaalt men de anijlijn 
l van dit vlak met p. 

Legt men de rechten vi, ^s, V3 zóó, dat Pi, Ps, Ps in eene 
rechte lijn ( liggen, dan is t de eene rechte van een lijnen- 
paar, dat voldoet. Het dubbelpunt ligt in het snijpunt S van 
i en ? en de andere rechte is de verbindingslijn van P4 en S, 
Deze oplossing is blijkbaar slechts op ééne wijze mogelijk, 
doch is dubbel te tellen, omdat p door haar dubbelpunt gaat. 
Men vindt dus 
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l Hier is het vlak weer bepaald; de kegelsneden moeten drie 
gegeven rechten yi, ya, ya snijden en twee gegeven vlakken 
fi en pt aanraken. Men zoekt de snijpunten Pi, Pa, P3 van 
VI, n, V3 met het vlak der kegelsnede en tevens de snijlijnen 
h en U van dit vlak met ,01 en pi.. 

Kiest men pi en p^ zóó, dat l\ en h door Pi gaan, dan 
voldoet ais eenige oplossing de ontaarding van den tweeden 
graad, gevormd door Pi P2 en Pi P3. Ze is voor vier te 
tellen, omdat er twee raakvlakken door haar dubbelpunt gaan, 
zoodat men heeft 



*. Weer is het vUik bepaald en de kegelsneden moeten twee 
gegeven rechten yi en va snijden en drie gegeven vlakken 
p\,p2,pi aanraken. Men zoekt hier de snijpunten Pi en Pa 
van vi en va met dit vlak der kegelsnede en de snijHjnen 
11, h, h van pi, p2, pi met dit vlak. 

Men legt pi en pn zoodanig, dat h en h door Pi gaan. 
Hier voldoet alleen de ontaarding der tweede klasse Pi Pa, 
waarvan het eene straalpunt in Pi en het andere in het 
snijpunt van Pi Pa met ^3 ligt. De oplossing is blijkbaar slechts 
op ééne wijze mogelijk, maar is voor mei- te tellen, omdat 
yi en ya dubbel gesneden worden. Men vindt dus : 

^3 yg pS = 4, 



Het vlak is bekend en de kegelsneden moeten ééne rechte 
y snijden en vier gegeven vlakken pi, pa, ps, pt aanraken. Men 
zoekt de snijlijnen li,h,ls,h van het vlak f^" met pi,p2,p3,pi 
en het snijpunt P van y met het vlak jj.^. 

Men kiest pi en ps zóó, dal ^i en I2 door P gaan. De 
eenige oplossing is hier eene ontaarding der tweede klasse, 
gevormd door de verbindingslijn van P met het snijpunt Q 
van I3 en h. De beide rangpunlen zijn P en Q. De oplossing 
is dubbel te tellen omdat zij y dubbel snijdt, dus is 

«^y/ = 2. 
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Het vlak fj? is bekend en de kogelsiieden moeten vijf ge- 
geven vlakken pi, ps, ps, pi, p5 aanraken. Men zoekt de snijlijnen 
h, h, h, U, h van pi, p2, ps, pi, pt met /^^ en kiest pi, p^, p» zoo, 
dat li,Ï2,h elkaar in één punt snijden. Zij dit punt P en zij 
Q het snijpunt van h en ^a, dan is P Q de eenige oplossing, 
dio voldoet. De straalpunten van deze ontaarding liggen in 
P en Q, en daar deze oplossing enkelvoudig is, heeft men: 

f' ?" = 1. 



De voorwaarde fi^ zegt, dat de kegelsneden in vlakken liggen, 
die door twee gegeven punten, dus door eene gegeven rechte 
gaan. Verder moeten de gezochte kegelsneden zes gegeven 
stralen yi, v^, vs, vi, ■■/&, -./e snijden. 

Men kan hier de gegeven rechte {j,^ snijden door drie van 
de zes stralen, h.v, door -/i, V2, ■■'a. Kegelsneden, die aan de 
vraag voldoen, vindt men in de vlakken door ^^ en ; 



ijpunten van zulk een vlak, 
ige lijnen ■/, dus hier met 



2 en ft^ en j's- Men zoekt dan de snij) 
b.v. van vlak {{^^ -a), met de overig 
ya, ys, Vi, vo, vg. Door deze vijf snijpunten gaat ééne kegelsnede, 
die echter dubbel geteld moet vforden, daar zij -Ji tweemaal 
snijdt. In de drie genoemde vlakken vindt men dus santen 
zes oplossingen; dit zijn eigenlijke kegelsneden. 

Verder zijn er twee transversalen van fi^ vi, -jö, v^, en elk 
van deze beide vormt met ^^ eene ontaarding van den tweeden 
graad, die voldoet. 

Er zijn dus zes eigenlijke en twee ontaarde oplossingen, 
zoodat men heeft 

Het vlak der kegelsnede moet weer gaan door eene be- 
paalde rechte y.^. De kegelsneden moeten op vijf gegeven 
stralen vi, va, vs, >*, ^5 rusten en een gegeven vlak p aanraken. 

Laat men ook hier de rechte ^w^ snijden door drie stralen 
yi, vi, :'s, dan voldoen kegelsneden in de vlakken door jj? en ^j, 
[j? en V2 en [j} en -jn. Men zoekt in zulk een vlak, b.v. in 
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vlak {[j.^ vi), de snijpunteTi Pa, Ps, P*, Ps met de overige stralen 
"i, I'S, fi, V6 en de snijlijii l met p. Er zijn in het vlak 0-t^ yi) 
dan twee kegelsneden door PbjPs, P*, P5 die l raken; beide 
zijn dubbel te tellen, omdat zij s/i dubbel snijden. De drie 
genoemde vlakken bevatten dus 3X'i=12 oplossingen in 
den vorm van eigenlijke kegelsneden. 

Er voldoet hier ook eene ontaarde kegelsnede, want als 
men het snijpunt van f^^ met p zoekt, vindt men daarait ééne 
rechte, die op v* en vb rust. Deze rechte vormt met /a,^ eene 
ontaarding van den tweeden graad, die dubbel is te lellen, 
omdat p door haar dubbelpunt gaat. 

Men heeft dus 12 eigenlijke en twee ontaarde oplossingen, 
zoodat men vindt: 

IJ.^ v^ p = 14 

^ De vlakken der kegelsneden gaan weer door de rechte //^; 
de kegelsneden moeten vier gegeven stralen yi, ya, yg, V4 snijden 
en twee gegeven vlakken p\ en p^ aanraken. 

Men laat hier weer fj,^ snijden door vi, Vi, •J^. Kegelsneden, 
die aan de vraag voldoen, liggen in elk der vlakken door ^/.^ 
en yi, [/.^ en y^ en f*^ en v^. iVlen zoekt de snijpunten van 
zulk een vlak b.v. van vlak (^^ yi) met ys, n, y* en de snij- 
lijnen met pi en ^3. 

In dit vlak (fi^vi) vindt men dan volgens het vroeger ge- 
vondene vier kegelsneden door drie punten, welke twee rechten 
aanraken. Elke kegelsnede moet dubbel in rekening gebracht 
worden, omdat zij n tweemaal snijdt. In de drie genoemde 
vlakken vindt men dus 3 X 8 ^ 24 oplossingen in den vorm 
van eigenlijke kegelsneden. 

Er voldoet bier geene ontaarding van den tweeden graad, 
omdat [j}, p\ en p^ eikaar niet in één punt snijden. 

Ook eene ontaarding der tweede klasse is niet mogelijk, 
want op j/?^ yi, yg, y^, Vi kan geene rechte rusten. Dus is 

\ Weer gaan de vlakken door (^^i verder moeten de kegel- 
sneden drie gegeven stralen vi, va, vs snijden en drie gegeven 
vlakken pi, p^, p-i aanraken. 
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Laat men weer ft^ sniiden door xi, va, vb, dan zullen kegel- 
sneden, die aan de vraag voldoen, liggen in elk der vlakken 
door ^* en vi, ^^ en vi en ^j? en vg. Van vlak («^yi) zoekt 
men de snijpunten met ya en ya en de snijlijnen met /Ji, fja, fis- 
In dit vlak liggen dan, volgens het vroeger gevondene, w'er 
kegelsneden, die door twee punten gaan en drie rechten aan- 
raken, maar elk is dubbe! te tellen, daar zij vi tweemaal 
snijdt. In de drie g'enoemde vlakken vindt men dus 3 X 8 = 24 
oplossingen in den vorm van eigenlijke kegelsneden. 

Er voldoen hier geene ontaardingen, omdat pi,p%,pa de lijn 
fy.^ niet in één punt snijden en er geen transversaal mogelijk 
is op /^^, >i, >i, >a en op de snijlijn van twee vlakken p. 

Men heeft dus 



', Door de rechte fc^ gaan de vlakken en de kegelsneden 
moeten twee gegeven stralen vi en V2 snijden en vier gegeven 
vlakken pi, p^, ps, ft aanraken. 

Men legt hier het snijpunt der vlakken ^i, ,5a, ^js op derechte 
{j,^, dan vindt men geene oplossing in een willekeurig vlak 
door ft^, omdat daarin de kegelsneden door twee punten 
zouden moeten gaan en vier rechten aanraken. 

Men vindt wel eene oplossing in een vlak door /^^ en een 
der drie snijiijnen van ^^i, p^, pa- In dit vlak zoekt men de snij- 
punten met ^1 en va en de snijlijnen met de overige vlakken p. 
Men vindt dan vier kegelsneden, die door twee punten gaan 
en drie rechten aanraken. In de drie genoemde vlakken 
vindt men dus 3 X * = 12 oplossingen in den vorm van eigen- 
lijke kegelsneden. 

Er voldoet hier ook eene ontaarding der tweede klasse. 
Legt men n.1. eene rechte uit het snijpunt P van pi,p2,psop 
Vi en VS, dan kan men hierdoor en door f.*^ een vlak brengen. 
In dit vlak voldoet dan de genoemde rechte als ontaarding 
der tweede klasse; de rangpunten liggen in P en in het snij- 
punt der rechte met p^. Deze ontaarding zal viermaal in 
rekening gebracht moeten worden, omdat vi en yg dubbel 
gesneden worden. 
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Eene ontaarding van den tweeden graad kan niet voldoen, 
omdat pi, ps, pa, Pi elkaar niet in één punt snijden. 

Men vindt hier dus twaalf eigenlijke en rier ontaarde oplos- 
singen, dus 



Het vlak der kegelsneden gaat weer door /^^ en de kegel- 
sneden moeten een gegeven rechte y snijden en vijf gegeven 
vlakken pi, ps, pa, pi, pb aanraken. 

Men legt hier het snijpunt P van pi, pt, ps weer op (j,^, dan 
voldoet geene oplossing in een willekeurig vlak door ^'-t^, omdat 
de kegelsneden daarin door een punt moesten gaan èn vijf 
rechten aanraken. 

Wel voldoet eene oplossing in het vlak door fj,^ en een 
der snijlijnen van pi, pa, p^. Legt men b.v. hel viak door (j-^ 
en de snijlijn van pi en p^, dan zoekt men het snijpunt van 
dit viak met ■/ en de snijlijnen met de overige vlakken p. Er 
liggen in dit vlak dan twee kegelsneden door één punt, die 
aan vier rechten raken. In de drie vlakken, die men kan 
aanbrengen, liggen dus 3X2^6 oplossingen in den vorm 
van eigenlijke kegelsneden. 

Ook hier vindt men eene ontaarding der tweede klasse, 
die aan de vraag voldoet. Legt men ii.l. de rechte l uit P 
op y en op .de snijlijn van pi en p6, en brengt men het vlak 
door {A,^ en l, dan voldoet l als ontaarding. De rangpunten 
liggen in P en in het snijpunt van l met de doorsnede van 
p4, en pi- Deze ontaarding is dubbel te teilen, omdat zij v 
dubbel snijdt. 

Daar er hier geene ontaarding van den tweeden graad 
voldoet, vindt men zes eigenlijke en twee ontaarde oplos- 
singen, dus 

Legt men hier weer het snijpunt P van pi,ps,ps in de ge- 
geven rechte f-^^ dan voldoen er eigenlijke kegelsneden in elk 
der vlakken door /^^ en eene der snijlijnen van pi,p2,pK. Men 
vindt in zulk een vlak dan vijf rechten, waaraan de kegel- 
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sneden moeten raken, dus in elk der drie vlakken écne op- 
lossing. 

Eene ontaarding der tweede klasse vindt men in het vlak 
door fi^ en het snijpunt Q van pi, pt, pe. Deze ontaarding 
wordt gevormd door de verbindingslijn van P en Q en heelt 
hare rangpunten in P en Q, Ze vormt een enkelvormige 
oplossing. 

Daar er hier geene ontaarding van den tweeden graad 
mogelijk is, heeft men drie eigenlijke en ééne ontaarde oplos- 
sing, zoodat 



§ 3. 

Het vlak van elke kegelsnede, die aan deze vraag zai vol- 
doen, moet door een gegeven punt /-t. gaan ; verder moeten de 
kegelsneden zeven gegeven stralen vi, vs, i-a, n, y&, n, j'7 snijden. 

Legt men drie van deze stralen, b.v. y\, ya, ^3 in een vlak i$t, 
dan voldoen vooreerst alle kegelsneden door een der snij- 
punten P van die drie rechten, welke op de overige vijf 
stralen rusten, terwijl hare vlakken door /-t gaan. Door elk 
der punten P gaan zes zulke kegelsneden, volgens de vroeger 
gevonden waarde van P jj. v^. Zoodoende vindt men 3X6 = 18 
eigenlijke kegelsneden, die aan de vraag voldoen. 

Als de rechten V4 en >5 het vlak (ï> in P4 en P5 snijden, 
bepaalt deze rechte P^ Pe met 1^ een vlak, waarop ^e en vj 
twee snijpunten Qu en Qi leveren. De rechte P* P5 in vlak 4> 
vormt dan de eene en Qe Q7 de tweede rechte van de ont- 
aarding van den tweeden graad. Daar men zoo zes combi- 
naties van y*, va, v«, >^ kan maken, vindt men dus op deze 
wijze zes ontaarde kegelsneden. 

Als Pi de doorgang van v^ met (p is, verbindt men 1^ met 
P4 en zoekt de transversaal van [x P4, vs, ve, -a. Zij deze t, 
dan snijdt het vlak door (j. en t het vlak (p in eene rechte t', 
die met t een Hjnenpaar vormt, dat aan de vraag voldoet. 
Er zijn hier twee transversalen op vier rechten en men kan 
Vi, vs, vg, vt op vier wijzen drie aan één combineeren, zoodat 
men op deze wijze 4X2=8 oplossingen vindt. 
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Legt men eindelijk eene transversaal i" op -^t, n, -jq., v-\, brengt 
een vlak aan door ^j. en t'\ en zoekt de snijlijn van dit vlak 
met d), dan vormt deze de tweede rechte van een lijnenpaar, 
dat voldoet; t" is de andere rechte. Omdat ^4, va, va, v? twee 
transversalen t" hebben, vindt men op deze wijze twee ont- 
aardingen van den tweeden graad. 

In het gehee! voldoen dus 18 eigenlijke' en 16 ontaarde 
kegelsneden, dus 



Hier moeten weer de vlakken der gezochte kegelsneden 
door {j. gaan en de kegelsneden moeten zes gegeven stralen 
VI, V2, yj, i-i, V5, V6 snijden en een vlak ^ aanraken. 

Legt men weer drie stralen vi, va, -Jz in een vlak ij), dan 
voldoen vooreerst kegelsneden nit een der snijpunten van 
vi, vï, VB, welke op de overige vier rechlen rusten en wier 
vlakken door y. gaan, terwijl zij het gegeven vlak p aanraken. 
Dit aantal is 10, volgens de vroeger gevonden waarde voor 
V {j. ■/ (!. Voor de drie snijpunten van vi, va, vs samen vindt 
men dus 3 X 10 = 30 oplossingen. 

Zijn P4 en P5 de snijpunten van v. en vs met p, terwijl ^ 
het vlak ffl in den doorgang l snijdt, dan verbindt men P^en 
P5 door eene rechte (; deze snijdt l in een punt S. Brengt 
men een vlak door {j. en (, dan snijdt dit vs in een pnntQs. 
Verbindt men S niet Qe door eene rechte t' , dan vormen t en (' 
eene ontaarding van den tweeden graad, die voldoet, en 
dubbel te tellen is, omdat p door haar dubbelpimt gaat. Men 
kan vj, V6, va op Arie wijzen twee aan één rangschikken; dus 
zoo vindt men 3X2 = 6 oplossingen. 

Verbindt men [/, met het snijpunt P4 van V4 met cf), dan 
kan men eene transversaal t" leggen op ^ P4, vs, vs en de 
snijlijn l van p met Ö. Legt men door ^ en *" een vlak, 
dan snijdt dit vlak het vlak in eene rechte t'" , die met t" 
eene ontaarding vormt, welke voldoet, en dubbel te tellen is, 
omdat p hiervoor als raakvlak dubbel telt. De vier rechten 
!j. P,i, vj, vü, l hebhen iKm transversalen, en men kan y^, vs, vs. 
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op drie wijzen twee aan één corabincoren ; dns vindt men 
hier 3X2X2 = 1^ oplossingen. 

Eindelijk zoeltt men de transversaal t van ^j, vb, ys, l en legt 
een vlak door (j. en t, dan snijdt dit vlak het vlak <p in een 
rechte t' , die met t een lijnenpaar vormt, dat voldoet en 
dubbel te tellen is, omdat p door het duhbelpunt gaat. Daar er 
hvee transversalen t zijn, vindt men hier 2X2 = 4 oplossingen. 

In het geheel zijn er dus 30 + 6 + 12 + 4 -= 52 oplos- 
singen, zoüdat 

IJ, ■/ a = 52. 



De vlakken der gezochte kegeisneden moeten weer door \j. 
gaaii; de kegeisneden moeten verder vijf gegeven stralen yi, 
J's, vs, V4, ys snijden en twee vlakken ^\ en ^t aanraken. 

Legt men yj,y2,y3 in een vlak cfi, dan voldoet in 1$ de ont- 
aarding der tweede klasse, gelegd door de punten Q4, Qs, 
waarvan het vlak door {a gaat en de straalpunten in de snij- 
punten met fi en ^2 liggen. Deze ontaarding zal voor 16 te 
tellen zijn. Als men n.1. de doorgangen Q^ en Q5 verbindt, 
snijdt deze rechte de stralen yy en vg, die het vlak <$ bepalen. 
Bovendien zal ze elke rechte in cf), dus ook Vi, snijden en 
omdat (f) bepaald wordt door twee rechten, moeten de snij- 
punten met deze beide bepalende rechten voor de ontaarding 
dubbel gerekend worden. Daar de figuur -^ ook y* en V6 dubbel 
snijdt, zal ze 16 maal in rekenmg gebracht moeten worden. 

Verder voldoen alle kegeisneden door een der snijpunten 
van vi, va, ys, waarvan het vlak door {j. gaat, en die de overige 
stralen snijden en p\ en p^ aanraken. Dit aantal is voor elk 
der snijpunten 16, volgens de waarde van V {j.-/ p^. Zoo 
vindt men in het geheel 3 X 16^48 oplossingen. 

Trekt men uit den doorgang S van ?i2 ^ (^1 p%) op de 
transversaal t op V4 en >& en legt vervolgens een vlak door 
fi en t, dan snijdt dit het vlak <^ in eene rechte t\ die met 
t een lijnenpaar vormt, dat voldoet en voor vier geteld moet 
worden, omdat f)i en ^2 door het dubbelpunt gaan. 

Verbindt men Q met S door een rechte i' en legt men 
eert vlak door /.* en i' , dan snijdt dit vlak ys Jn een punt 
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dat, met S verbonden, de tweede rechte i!" van een lijnen- 
paar geeft, dat voldoet. Deze oplossing is eveneens voor 
vier te tellen. Men vindt ook vier oplossingen, door Qs met 
S te verbinden. 

In het geheel zijn er 16 + 48 + 4- + S = 7G oplossingen, 
dns heeft men 



De vlakken der kegelsneden gaan door ^; de kegelsneden 
moeten verder vier gegeven stralen v\, V2, vs, v^^ snijden en drie 
gegeven vlakken ^x.p^,^^ aanraken. 

Legt men weer yi, ya, -js in een vlak (^i 'i^ri voldoen de 
ontaardingen der tweede klasse, die bepaald zijn door den 
doorgang Q4 van v^ op en het snijpunt van twee der door- 
gangen van de vlakken p. Deze oplossingen gelden elk voor 8, 
omdat ze v* snijden en op yi en ys rusten; daar de laatste 
twee hel viak 9 bepalen, wordt dan elke rechte in Cf), dus 
ook n-, gesneden. Daar er drie zulke ontaardingen' zijn, geeft 
dit 3 X 8 = 24 oplossingen. 

Verder voldoen aan de vraag alle kegelsneden door een 
der snijpunten van -ju ^2, ^3, waarvan het vlak door {j, gaat 
en die de overige twee stralen snijden en pupi,^^ aanraken. 
Volgens de waarde van V ^.-Z f' is dit aantal voor elk dier 
snijpunten Ib, dus in het geheel 3X16 = 48. 

Men vindt hier verder geene ontaarding van den tweeden 
graad, die aan de vraag voldoet, omdat het snijpunt der drie 
vlakken ^ niet in cj) ligt. 

In het geheel zijn er das 48 + M' = 72 oplossingen, zoodat 
men heeft 

Deze uitkomst kan men ook nog anders krijgen. Indien 
men n.1, niet drie rechten / in één vlak legt, maar drie vlakken 
^ door ééne rechte, kan men ook dit aantal bepalen. 
'■ Men zoekt hier kegelsneden, waarvan het vlak door ^ gaat 
en die verder vier gegeven stralen «,^2,^3,^4 snijden en drie 
gegeven vlakken g\., p^, pi aanraken. 
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Legt men ïiier de drie vlakken ^ door een rechte l, dan 
voldoen allereerst de kegelsneden, die l raken, vi, ^2, ïï, ^4 
snijden en waarvan het vlak door ^ gaat. Dit aantal kegel- 
sneden is twee volgens de vroeger gevonden waarde voor 
T (ü y*. Daar echter l reeds bepaald is als snijlijn van twee 
vlakken ,0, moet ze als dubbele raaklijn worden opgevat en 
is elke oplossing dubbel te tellen. Op deze wijze vindt men 
dus vier oplossingen. 

Legt men verder eene transversaaWop vi, v^, va, /, en brengt 
men dan een vlak door ( en (j., dan snijdt dit vlak de rechte ^4 
in een punt. Dit verbindt men met het snijpunt van t eal; 
dan vormt deze verbindingslijn met t een lijnenpaar, dat vol- 
doet en voor vier te tellen is, omdat l door haar dubbelpunt 
gaat. De rechten yi.yg, vs, ^ hebben twea U'ansversalen en er 
zijn vier rangschikkingen drie aan één van 'j\, va, i's, y* mogelijk, 
dus hier vindt men 4 X 2 X 4 = 32 oplossingen. 

Zal de eene rechte h van een lijnenpaar rusten op vi en -n 
en de andere h op y» en y^, dan zijn h en h beschrijvende 
lijnen van de quadratische regeivlakken (v],y2, ï) en (yg, j'4, 0- 
Men zoekt nu uit fi een gemeenschappelijk raakvlak aan beide 
regeivlakken. Er zijn er vier; één daarvan kan men niet 
gebruiken en wel het vlak door (j. en l. Immers de vier 
snijpunten van vi, y2, ■J■^, y^ met het vlak door {x en l vormen 
een voUedigen vierhoek, waarvan de diagonaalpunten in 
't algemeen niet op l liggen. Et blijven drk bruikbare 
gemeenschappelijke raakvlakken over, dus vindt men hier 
drie oplossingen. Elke oplossing is voor vier te tellen, omdat l 
door het dubbelpunt gaat en verder zijn er drie combinaties 
mogelijk van yi, ys, yn, y4 twee aan twee. Men vindt dus 
3 X 4 X 3 = 36 oplossingen. 

In het geheel zijn er dus 4 + 32 + 36 = 72 oplossingen 
mogelijk, zoodat 

IX y" f = n. 

'. De vlakken van de kegelsneden gaan door een gegeven 
punt (j. en verder snijden de kegelsneden drie gegeven stralen 
yi, ya, vz-, terwijl zij vier vlakken pi, p2, pa, pt aanraken. 
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Om dit aantal te vinden, legt men drie vlakken pi, ps, ps door 
eene rechte l; dan voldoen vooreerst alle kegelsneden, die l 
aanraken, vt, va, va snijden en p^ raken, terwijl haar vlak door 
fj. gaal. Dit aantal is vier volgens de vroeger gevonden waarde 
voor Ti^y^p. Daar echter l als snijlijn van twee vlakken p 
bepaald is en derhalve voor de kegelsnede, die l raakt, e!k 
vlak door l raakvlak is, moet de rechte l als dubbele raaklijn 
worden aangemerkt. Elke oplossing is dus dubbel ie tellen 
en op deze wijze vindt men dus 4X2^8 antwoorden op 
de vraag. 

Legt men verder een transversaal t uit het snijpunt S van 
l met pi op vi en y^, dan kan men een vlak aanbrengen door 
/-t en t. Dit vlak snijdt 1/3 in een punt Qa, en als men S 
met Qa verbindt door eene rechte (', voldoet i' met t als 
lijnenpaar. Daar l dubbel geteld moet worden en tevens door 
het dubbelpunt gaat, terwijl ook p^ door S gaat, moet deze 
oplossing voor acht tellen. Omdat men drïe rechten op drie 
manieren twee aan één kan combineeren, vindt men op deze 
wijze dus 3 X 8 = §4 oplossingen. 

Legt men eindelijk een transversaal t op ^i, va, va, l, dan 
voldoet deze ais ontaarding der tweede klasse, waarvan het 
vlak door ft gaat. De raiigpunten liggen op l en p^. Daar 
men twee trans verealen t kan leggen op yi,ys,i'i,l, voldoen 
er dus 2 X S = 16 oplossingen, want elke t is voor acht 
te tellen, daar zij vi, V2, v% dubbel snijdt. 

Samen zijn er 8 + 24 + 16 ^= 48 oplossingen dus 



De vlakken der kegelsneden gaan door (j. en de kegelsneden 
moeten twee rechten vi en ya snijden en vijf vlakken p\, pa, 
Pi, fJ4, p6 aanraken. 

Legt men drie vlakken pi, pn, pa door eene rechte /, dan 
voldoet elke kegelsnede in hot vlak (l, pi), die ï raakt, vi en y^ 
snijdt en pi en p^ aanraakt. Dit zijn er vier volgens de waarde 
van T fi v^ p^. Ieder moet tweemaal in rekening gebracht 
worden, omdat / dubbel te tellen is. Dit zijn dus 8 op- 
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Legt men een transversaal t op l, >i, va en de snijlijn ^49 
van Pi en /15, dan voidoet deze ontaarding der tweede klasse, 
waarvan het vlak door i^ bepaald is. De rangpunten li^en 
op l en ht; de oplossing is voor vier te tellen, omdat :/! en j/a 
dubbel gesneden worden. Daar er twee transversalen t zijn, 
vindt men dns S oplossingen. 

Legt men de transversaal uit het snijpunt Q van l met p^ 
op UI en -Ji, dan voldoet deze als ontaarding der tweede klasse, 
waarvan het vlak door ft bepaald is. De rangpunten liggen 
in Q en in den doorgang met ^5. De oplossing moet viermaal 
in rekening gebracht worden, omdat zij vi en va dubbel snijdt. 
Zoo vindt men ook vier antwoorden uitgaande van het snij- 
punt van l met pa. 

Dus in 't geheel zijn er 8 + 8 + 4 + ■!• = 24 oplossingen of 



De kegelsneden moeten eene rechte v snijden en zes vlakken 
pi, ps, ps, pi, p5. pG aanraken, terwijl haar vlak door f* gaat. 

Legt men weer pi, p2, p» door eene rechte t, dan voldoet 
vooreerst elke kegelsnede, die / en pi, ps, pa raakt, terwijl zij y 
snijdt en haar vlak door ^ gaat. Volgens de gevonden 
waarde voor T ij. y p^ is dit aantal twee. Elke oplossing is 
dubbel te tellen, omdat l dubbele raaklijn is. Zoo vindt men 
dus vier antwooMen. 

Legt men de transversaal uit het snijpunt Q van / met 
Pi op y en op de snijlijn h^ van ^5 en pa, dan is dit eene 
ontaarding der tweede klasse, waaiin het vlak door /j. gaat. 
De rangpunten liggen in Q en op he', de oplossing is dubbel 
te tellen, omdat ze y dubbel snijdt. Men kan driemaal zulfc 
een snijpunt met l vinden, heeft dus 3X^ = 6 oplossingen. 

Eindelijk voidoet de rechte uit het snijpunt S van pt, p^, po naar 
i en y als ontaarding der tweede klasse, waarvan het vlak 
door fi gaat. De rangpunten liggen op l en in, S; deze 
oplossing is dubbel te tellen, daar zij y dubbel snijdt. 

In het geheel zijn er 4 + 6 + 2^12 oplossingen, zoodat 
men vindt 
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De vlakken gaan door (j^ en de kegelsneden raken de vlak- 
ken pi, p2, pa, pi, pb, ps, pi aan. 

Legt men pi,pi,pi door l, dan voldoet de kegelsnede, die 
l, pi,p5,p%,pi raakt en in het vlak door /-i ligt. Zij vervangt 
twee oplossingen. 

Legt men de rechte door het snijpunt S van l met p^ naar 
het snijpunt R van p^, ps, pT, dan voldoet deze rechte als ont- 
aarding der tweede klasse, waarvan het vlak door ^ gaat; 
R en S zijn haar straalpunten. 

Ook de snijpunten van l met pa-, p^, pi geven zulk oene 
oplossing, zoodat er samen 2 -j- ^ = 6 zijn. Dus is 

§ 4. 

Hier moeten de kegelsneden acht gegeven rechten ^i, >?, -as, 
Vi, i's, Va, -Ji, va snijden. 

Legt men ^) drie rechten, yi, vs, ^-s, in een vlak <p, dan vol- 
doet vooreerst de kegelsnede in vlak (p, die door de snijpunten 
van ni vt, ve, >?, ^s met vlak (p gaat. Deze kegelsnede is voor 
acht oplossingen te tellen, omdat yity^,--".! tweemaal gesneden 
worden. 

Verder voldoet elke kegelsnede door een der snijpunten 
van vi, Va, yg, die de overige zes rechten snijdt; volgens de 
vroeger gevonden waarde voor P y" vindt men 18 kegelsneden 
voor elk der drie snijpunten van vi, yg, y». In het geheel 
geeft dit dus 3 X 18 = 54 kegelsneden. 

Zoekt men de snijpunten P* en Ps van vt en ys met Ó, 
dan kan men de transversaal zoeken op P4P6. ys, y?, vs- Deze 
transversaal vormt met P4 P5 eene ontaarding van den twee- 
den graad, die voldoet. Daar er twee transversalen van vier 
rechten zijn en men yj, ys, ys, yi, ys op tien wijzen drie aan 
twee kan rangschikken, vindt men op deze wijze 10 X 2 ^ 20 
oplossingen. 

1) Zie Dr. J. de Vbies: «Over het aantal kegelsneden, die acht ge- 
geven rechten snijden^ (K. A. v. W. te A. 1901, X, blz. 194). 
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Men zoekt de transversaal t van Vi, v^, -^e, yi', snijdt deze <p 
in T, dan verbindt rnen T met het snijpunt Pb van j's en cp. 
Het stel rechten ( en T P3 vormt dan eene ontaarding, die 
voldoet. Hier heeft men dus samen 5 X 2 = 10 oplossingen, 
want er zijn twee transversalen t en vijf combinaties vier aan 
één van V4, ^5, n, n, ^s- 

In het geheel voldoen dus 8 + 54 + 20 + 10 = 92 kegel- 
sneden, zoodat men heeft: 

yS = 02. 



Hier moeten de kegelsneden zeven rechten i/i, >s, h- ^t, '■'6, 
i'%,y7 snijden en een vlak p aanraken. Men legt weer yi, :'ï, ;'» 
in een vlak <p. 

Vooreerst voldoen dan in het vlak twee kegelsneden door 
de vier snijpunten met vi, vs, ^e, v-i, welke de snijlijn van p met 
4> aanraken. Elk van beide is voor acht te tellen, omdat 
zij VI, Va, V3 dubbel snijdt. Zoo vindt men dus 16 eigenlijke 
kegelsneden. 

Verder zoekt men het aantal kegelsneden door elk van de 
drie snijpunten van vi, vg, vs, welke op de overige vijf rechten 
rusten en een gegeven vlak aanraken. Volgens de vroeger 
gevonden waarde van P v^ p is dit aantal 24 voor elk der 
snijpunten; dus in het geheel vindt men op deze wijze 
3 X 24 = 72 oplossingen. 

Zoekt men de snijpunten P4 en P5 van Vi en n met <p, 
dan vormt P4 Ps eene rechte van een lijnenpaar, dat voldoet 
en waarvan het dubbelpunt hgt in het snijpunt S van P4 Ps 
met den doorgang van p op <p; de andere rechte is de trans- 
versaal uit S op >6 en y?. Daar iedere oplossing dubbel te 
tellen is, omdat p door het dubbelpunt gaat, eii men" y^, j's, j's, ^7 
op «es wijzen zoo rangschikken kan, vindt men hier 6X2^12 
oplossingen, die voldoen. 

Legt men eindelijk eene transversaal t op va, i's, ve en de 
snijlijn n van <p en p, dan is dit de eene rechte van een 
lijnenpaar dat voldoet. Het snijpunt S van t met n is het 
dubbelpunt en de verbindingslijn van S met den doorgang Pj 
van VT op (p is de tweede rechte van het lijnenpaar. Daar 
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de vier genoemde rechten tiBee transversalen t hebben, en 
elke oplossing dubbel te tellen is, omdat p een dubbel raak- 
vlak is, terwijl men i/^, >5, n, v? op vier wijzen drie aan één 
kan rangschikken, vindt men op deze wijze 4 X 2 X 2 ^ 16 
ontaardingen. In het geheel zijn er dus 16 + '2 + 12 + 16 
:= 116 oplossingen, zoodat 

■/ P = ]](,. 

Hier moeten zes stralen ^i, i-a, va, ^4, ^a, ^c gesneden en twee 
vlakken pi en p^ aangeraakt worden. 

Legt men weer yi, ya, yg in een vlak ó, dan voldoen voor- 
eerst vm' kegelsneden in dit vlak, die door de snijpunten van 
y^, n, n met ip gaan en de doorgangen van pi en pi met Ó 
aanraken. Daar elke kegelsnede vi, va, y» dubbel snijdt, moet 
zij acbtmaal geteld worden en men vindt zoo dus 4 X 8 ^ 32 
oplossingen. 

Verder voldoet elke kegelsnede door een der snijpunten van 
yi, ya, Va. die op de overige vier rechten rust en de twee vlakken 
p aanraakt. Dit zijn er voor elk van dio drie snijpunten 28^ 
wegens de vroeger voor P y* p^ gevonden waarde. In het 
geheel vindt men er hier dus 3 X 28 = 84. 

Legt men uit het snijpunt S der doorgangen van pi en ps 
met (p de transversaal op v* en ys, dan is dit de eene rechte 
van een üjnenpaar, dat voldoet. S is het dubbelpunt en de 
tweede rechte is de verbindingslijn van S met den doorgang 
van vs op cp. Dit lijnenpaar moet voor vier oplossingen ge- 
rekend worden, omdat pi en p^ door haar dubbelpunt gaan. 
Men kan Ui, ya, ys op drie wijzen twee aan één combineeren, 
zoodat men hier dus 3X4 = 12 oplossingen heeft. 

In het geheel zijn er 32 -[- 84 + 12 == 128 oplossingen, 
zoo dat 

Do kegclsneden moeten hier vijf stralen m, ya, y», y*, ^b snijden 
en drie vlakken pi, ps, ps aanraken. 

Legt men yi,y2, y» weer in een vlak <p, dan voldoen aller- 
eerst vier kegelsneden in dit vlak (p, die gaan door de snij- 
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punten van -ja en vö met Ó en de doorgangen van pi, p^, ps 
met aanraken. Elke kcgelsnede is voor acht fe teilen, 
omdat zij fi,v2, vs tweemaal snijdt. Ditgeeft du34 X 8 = 32 



Verder voldoet elke kegoisnede door een der drie snijpunten 
van yi,y2, n, die op de overige drie rechten rust en de drie 
vlakken p aanraakt. Dit zijn er 24 volgens de vroeger ge- 
vonden waarde van P v^ p^. Op deze wijze vindt raen dus 
3 X 24 = 72 oplossingen. 

Daar pi,p2,pa tiet vlak (p in het algemeen niet in éénpunt 
snijden, voldoet hier geene ontaarding met het dubbelpunï in (p. 

Ook voldoet geene ontaarding der tweede klasse, want die 
zou op de doorsnede van twee der vlakken èn op vijf rechten 
moeten rusten. 

In het geheel voldoen dus T-2 + 32 ^= 104 oplossingen, 
zoodat 

Hier moeten vier stralen yi, vs, >3, i^^ gesneden en vier vlakken 
pi,p2,p3,p4, aangeraakt worden. 

Men legt weer n, i's, va in een vlak (}3, dan voldoen vooreerst 
twee kegelsneden in <p door het snijpunt van v, met (p, die 
de doorgangen van pi,p2,ps,pi met aanraken. Iedere kegel- 
snede is voor acht te tellen, omdat zij vi, va, '-'s dubbel snijdt. 
Zoo vindt men dus 2 X 8 = 16 oplossingen. 

Verder voldoen alle kegelsneden door een der drie snij- 
punten van i-i, J's, I's, welke op de overige twee rechten rusten 
en pi, p2, ps, pi aanraken. Volgens de vroeger voor Py^/;* ge- 
vonden waarde zijn er voor elk punt 16, dus in het geheel 
3X16 = 48. 

Daar er geene lijnenparen met het dubbelpunt in cp en geene 
ontaardingen der tweede klasse mogelijk zijn, welke laatste 
op zes rechten zouden moeten rusten óf door een punt gaan 
en op vier rechten rusten, vindt men hier samen 16 + 48 = 64 
oplossingen, zoodat 

/ pi = 64. 
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De kegelsneden moeten drie geg'even stralen vi, v^, n snijden 
en vijf gegeven vlakken ^i, ^2, ^3, pi, p^, aamaken. 

Legt men n, V2, vs in een vlak ip, dan voldoet hier voor- 
eerst de kegelsnede, die de vijf &ni]lijnen van pi, p^, ps, p^, f5 
met <f) aanraakt. Deze eenige oplossing is voor acht te tellen, 
omdat zij vi, v^, yg dubbel snijdt 

Verder voldoet elke kegelsnede uit een dei snijpunten van 
n, J's, n, welke op de andere rechte lust en vijf vlakken aan- 
raakt. Volgens de gevonden waarde voor '9 v p^ is dit aantal 
acht. Uit de drie snijpunten vindt men dus 3 X B = 24 
oplossingen. 

Daar hier geene ontaardingen van den tweeden graad met 
het dubbelpunt in tp mogelijk zijn en er ook geene ontaar- 
dingen der tweede klasse voldoen, omdat eenerechte niet door 
een bepaald punt kan gaan en tegelijk op vier rechten rusten, 
voldoen hier 8 + 24 = 32 oplossingen, zoodat 



Hier moeten de kegelsneden twee rechten vi en v^ snijden 
en zes vlakken ^1, ^2, p», pi, p^, ps aanraken. 

Legt men hier drie vlakken, pi, p2, ps, door eene rechte t, 
dan voldoen al!e kegelsneden welke ( raken, fi en va snijden 
en pi, p5, ps aanraken. Volgens de vroeger gevonden waai'de 
voor T v^ p^ is dit aantal 8. Daar echter t bepaald is als 
snijlijn van twee vlakken p, zoodat elk vlak door * ook raak- 
vlak is, moet ( als dubbele raaklijn gerekend wouden. ledere 
oplossing is dubbel ie tellen, zoodat men hier 1 6 oplossingen vindt. 

Eene ontaarding der tweede klasse kan hier niet voldoen, 
want uit het snijpunt van p.i, p^, ps is geene rechte mogelijk, 
die op VI, Pi, t rust. 

Ook is geene ontaarding van den tweeden graad mogelijk, 

omdat fi, pz, p3, pi, p5, ps elkaar niet in één punt snijden. Dus is 

y^ ^« = 16. 



u p''. De kegelsneden snijden de roehto v en raken de vlakken 

pi, p-i, pi, pi, pü, pa, f: aan. 

Legt men weer pi, pi, p3 door eene rechte (, dan voldoen 
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de kegelsneden die ( raken, v snijden en pn, pt, pe, p-i aanraken. 
Dit aantal is vier volgens de gevonden waarde voor T v p*. 
Elke oplossing moet echter dubbel goteid worden, omdat t 
als dubbele raaklijn is op te vatten. Dit geeft dus 2X4^8 
oplossingen. 

Daar hier verder geene ontaarde kegelsneden mogelijk zijn, 
omdat ^1, Pi, Pb, pi, ps, ps, pi elkaar niet in één punt snijden en 
ook geene rechte te trekken is door twee punten, die op v 
zal rusten, is hier 



Om het aantal kegelsneden te vinden, die aan acht gegeven 
vlakken pi, p2, pa, pi, p&, pa, pi, ps raken, legt men weer drie der 
vlakken door eene rechte t. Hier voldoen alle kegelsneden 
die t en pi, p^, ps, pt, ps aanraken. Volgens de gevonden waarde 
voor T p^ is dit aantal twee. Elke oplossing is echter om 
meer gemelde reden dubbel te tellen, zoodat men hier vier 
antwoorden vindt. 

Verder zijn er geene ontaardingen mogelijk, omdat fn, ^2,^3, 
pi, ph, ps, p7, ps elkaar niet in één punt snijden en evenmin 
pi, ps, pi; ps- Mon heeft dus 
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HOOFDSTUK lil. 



Bepaling her aantallen ontaarde keuei.sseden, 
zeven voorwaarden voldoen. 



ê 1. 

Wij vnllen nu de aantallen ontaardingen van don tweeden 
graad en de tweede klasse vinden, die aan zeven voorwaarden 
voldoen. O Deze moeten wij n.l. gebruiken, wanneer mj nagaan 
de stelsels van CO^ vele kegelsneden, die aan zeven voor- 
waarden voldoen, 

Als S voorstelt eene ontaarding van den tweeden graad en 
y; eene ontaarding der tweede klasse, terwijl f^,yenp de meer- 
genoemde beteekenis hebben, ontstaan de volgende tabellen: 



5^3y* 


S,.^.^ 


^ IJ. 


S fi^v^ p 


S f^^v'^p 


èjj. 


!) iJ? y^ p^ 


ê y.^ ■? p^ 


'Ó IA 


S,j.^y p^ 


ê IJ? '? p^ 


ê IJ. 


S ij.^ / 


SfA^V p^ 


3 (j. 



•/) IJ.y f 



') ScHUiiEKT geeft il 
!)4 slcctts de afleiding ï 



KÏjn KalkiU der abxahlenihn Geometrie, blz. 93, 
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Door de voorwaarde ,'^^ is het vlak Ó der onlaardingen 
bepaald; cfeze moeten verder vier gegeven stralen yi, ^a, xa, n 
snijden. 

Men zoekt de snijpunten Qi, Qs, Qs, Q* van -/i, vi, ve, n met 
het vlak 4^, dan voldoen aan de vraag de drie lijnenparen 
van den door Qi, 02, Qs, Qi gevormden voUedigen vierhoek. 
Ieder is enkelvoudig, zoodat er dus drie oplossingen zijn en 
men heeft 

^,^3/1 = 3. 



^ p. Door jx^ is weer het vlak (p bepaald; zoekt men de snij- 
punten Qi, Os, Qs van ui, ^2, >» met vlak cp en den doorgang 
l van p en (p, dan moet het dubbelpant van elke ontaarding, 
die voldoet, op l liggen. Men verbindt Qi met Qt, dan snijdt 
Qi Qa de rechte l in een punt, en hieruit trekt men de rechte 
naar Qg. Dit samenstel voldoet aan de vraag, maar geldt 
voor twee oplossingen, omdat l hier dubbele raaklijn is. Men 
kan hier de punten Qi, Q^, Qa op drie wijzen twee aan één 
combineeren, zoodat men in het geheel 3X^ = 6 oplossin- 
gen vindt en 



1^. De voorwaarde /^* bepaalt weer het vlak <p der kegelsneden. 

"Verder moeten deze twee rechten n en va snijden en twee 
vlakken ^i en p2 aanraken, 

Het dubbelpunt der ontaardingen, die aan de vraag voldoen, 
ligt in het snijpunt der doorgangen h en Ï2 van pi en p2 met 
<p. Verder zoekt men de beide snijpunten Qi en Qa vah yi 
en ya met <p, dan voldoet als eenige oplossing het samenstel 
der rechten uit het genoemde dubbelpunt naar Qi en Qa. 
Deze eenige oplossing is voor vier te tellen, daar fi en p^ 
beide door het dubbelpunt gaan, zoodat 



V p^. Door |w' is het vlak 4> bekend, maar omdat de drie gegeven 
vlakken pi, p2, ps dit vlak <p in het algemeen niet in éénpunt 
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snijden, wat toch voor eene S noodig is, voldoet hier geene 
oplossing aan de vraag. Dus 

S jj.^ V ƒ)' = 0. 

Daar evenmin de vier gegeven vlaliken /Ji, pt, pz, pi het vlak 
(j) in één punt snijden, is hier geene oplossing mogelijlc, zoodat 



§ 3. 
l IJ? v". De voorwaarde jj} geeft aan, dat het vlalï der gezochte 
kegelsneden door twee gegeven punten, dus door eene gegeven 
rechte moet gaan. Verder moeten de gevraagde ontaardingen 
vijf gegeven stralen vi, va, vg, V4, vj snijden. 

Legt men eene transversaal h op v^ va, yz en {/?, dan is 
het vlak van de ontaarding bepaald; dit is n.1, het vlak door 
\j? en t\. gelegd. Dit vlak snijdt y* en Vh in twee punten 
Qi en Qö en deze verbindiiigslijn Q* Qö vormt de andere rechte 
ii van de ontaarding. Men kan vi, Vi, v^, f*, ys op tien manieren 
drie aan twee combineeren ; door elk drietal met ^^ gaan twee 
transversalen, zoodat men in het geheel 10 X 2 ^ 20 oplos- 
singen vindt. Dus 



5. Ook hier gran de vlakken der gevraagde kegelsneden door 
eene vaste rechte ii? en verder moeten de kegelsneden vier 
gegeven rechten xi, ya, yg, y* snijden en een gegeven vlak p 
aanraken. Het dubbelpunt der ontaarding moet dus in p liggen. 
Men legt eene transversaal t\ op {j?, vi, vb, v»; deze snijdt p 
in het dubbelpunt; het vlak door y.^ en (i is dus het vlak 
van de ontaarding. Dit vïak snijdt n in een punt Qi, en 
Qi verbonden niet het bovengenoemde dubbelpunt, geeft de 
tweede lijn (a van S. Er zijn nu vier combinaties van ui, yj, 
Vï, y4 drie aan één mogelijk; elk drietal bepaalt met ^^ twee 
transversalen; elke doorgang van p met het vlak van S is 
dubbele raaklijn, zoodat elke oplossing dubbel te tellen is. 
Op deze wijze ontstaan er 4X2X2 = 10 ontaardingen. 



y Google 



41 

Men kan ook de vier rechten fi, n, n, y* twee aan twee 
combirieeren. Elk tweetal bepaalt met f/.^ een quadratisch 
regelvlak en f*^ is een beschrijvende lijn van beide regel- 
vlakken. Deze twee regelvlakken snijden p volgens twee 
kegelsneden, die vier punten gemeen bebben, waarvan er één 
op {^^ ligt. De overige drie snijpunten geven ieder eene 
rechte, die op ^^ vi, va, yg, y* rust. Een combinatie van twee 
dezer rechten vormt eene ontaarding 3; er zijn op deze wijze 
drie verschillende ontaardingen te krijgen, die elk dubbel te 
tellen zijn, daar p door het dubbelpunt gaat. Men kan i-i, ya, 
Va, ^4 op drie wijzen twee aan twee combineeren, zoodat men 
hieniil 3 X 3 X 2 = 18 oplossingen vindt. 

Samen zijn er dus 18 -]- 16 ^ 34 oplossingen, zoodat 
S fj? -^ p = 34. 

)*. Het vlak van elke figuur S moet gaan door /^^; verder 
moeten de kegelsneden drie gegeven stralen vi, vg, ya snijden 
en twee gegeven vlakken pi en p2 aanraken. Het dubbelpunt 
van elke oplossing moet dus liggen op de snijlijn I12 van 
pi en ps. 

Men legt eene transversaal h op /.i^, yi, ^2,^12, dan snijdt h 
de rechte In in het dubbelpunt, en het vlak van è is bepaald 
door fi^ en h. Dit vlak snijdt vg in een punt Qe en de ver- 
bindingslijn van Qs met het genoemde dubbelpunt geeft de 
tweede rechte t^ van S. Men kan yi, ya, vs op drie manieren 
twee aan één combineeren. Elk tweetal geeft met (i^^ en Zia toee 
transversalen, zoodat er 3X2^6 oplossingen zijn. Daar 
twee raakvlakken door het dubbelpunt van S gaan, is elke 
oplossing voor vier te tellen, zoodat 



■^ Volgens de voorwaarde p^ zijn drie gegeven vlakken raak- 
vlakken, zoodat het dubbelpunt der ontaardingen met een 
gegeven punt samenvalt. Het vlak der kegelsneden moet 
door ^^ gaan en is dus volkomen bepaald door /x^ en bet 
snijpunt van pj, p%, ps. 



y Google 



De beide gegeven rechten vi en m snijden dit vlak in Qi 
en Qa, en als men het snijpunt van ^i, pi, pa met Qi en Qa 
verbindt, vormen deze rechten eene ontaarding S, die voldoet. 
De oplossing is blijkbaar slechts op ééne wijze mogelijk, maar 
is voor acht te tellen, omdat elk der vlakken p als dubbel 
raakvlak moet opgevat worden. 

Men heeft dus: 



^y.^vp*. Aangezien de voorwaarde p* beteekent, dat het dubbelpunt 
der ontaardingen, die zullen voldoen, in vier gegeven vlakken 
p moet h'ggen, en dit in het algemeen onmogelijk is, heeft, 
men hier geene oplossing. Dus is 

S (m' p^. Daar ook vijf vlakken in het algemeen elkaar niet in één 
punt snijden, is 

? fz- p^ ^ 0. 

§ 4. 
<)IJ,'/. Het vlak van elke ontaarding, die zal voldoen, moet door 
een gegeven punt ^ gaan en de kegelsneden moeten zes 
gegeven stralen vi, ^a, ya, ^i, '■>&, >s snijden. 

Men kan hier twee stellen oplossingen vinden, omdat men de 
zes rechten v op twee wijzen kan verdeelen n.1- vier aan twee 
en drie aan drie. hi het eerste geval voldoet de ééne rechte 
van J aan v* en de andere aan -j^; in het laatste geval vol- 
doen beide rechten aan y^. 

Als een der lijnen U van 'ó op vier rechten yi, vs, ys, n rust, 
is het vlak van deze ontaarding bepaald door /.i en h. Dan 
zoekt men de snijpunten Qa en Qa van j-b en n met dit vlak, 
en de verbindingslijn van Qa en Qs is de tweede rechte h 
van ^. Omdat de combinatie vier aan twee van zes rechten 
op 15 verschillende manieren mogelijk is en elk viertal rechten 
twee transversalen heeft, vindt men op deze wijze 15 X 2 = 30 
oplossingen. 
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Als iedere rechte der ontaarding op drie gegeven rechten 
moet rusten, beschrijven ze dus ieder een quadratisch regel- 
vlak. Men moet dus een vlak zoeken, dat door /-t gaat en 
eene beschrijvende iijn van beide regelvlakken bevat, in.a.w. 
een gemeenschappelijk raakvlak door (a aan die regelvlakken. 
Er zijn vier zulke gemeenschappelijke raakvlakken en er zijn 
tien verschillende rangschikkingen drie aan drie mogelijk, 
zoodat men op deze wijze 10X^^40 oplossingen vindt, 

In het geheel zijn er 30 + ■40 ^ 70 oplossingen, dus 
S ix-/' = 70. 

). Weer moet het viak van elke ontaai'ding, die voldoet, door 
een gegeven punt jm gaan, terwijl de kegelsneden vijf gegeven 
rechten vi, V2, va, Vi, vs moeten snijden en een gegeven vlak p 
aanraken. 

Men kan hier weer het geval onderscheiden, dat de cene 
rechte van S op vier stralen vi, U2, ^s, 'M rust en de andere op 
Vi, en het geval, dat de eene rechte yi, va, vs snijdt, terwijl 
de andere Ui en >5 ontmoet. 

Voor 't geval een der rechten van 3, b.v. h, op yi,-ji,>3,-j4, 
rust, is het vlak van 3 bepaald door het punt ^ en de rechte 
tl. Men zoekt nu het snijpunt Qs van '^^ mef dit vlak, dan 
is de tweede recMe h van S de lijn, die Qs verbindt met het 
snijpunt van (i en p; immei^ het dubbelpunt van S moet in 
p liggen. Daar er hvee transversalen rusten op vi, V2, vg, v* en 
men de vijf rechten y op vyf manieren vier aan één kan 
rangschikken, vindt men 5 X 2 = 10 ontaardingen. Elk is 
echter dubbel te tellen, omdat p een dubbel raakvlak is, dus 
men vindt op deze wijze 20 oplossingen. 

Als de eene rechte van S, b.v. ti, op drie rechten vi, ^-a, ^s 
rus!, dan is de meetkundige plaats van U een quadratisch 
regelvlak. Het vlak van S moet door y. en h gaan, is dus 
een raakvlak uit f* aan dit quadratische regelvlak. 

De tweede lijn ts van ê moet in het vlak door f^. en h 
liggen en op v* en vs rusten. Men kan volgens het beginsel 
van het behoud van het aantal onderstellen, dat -/i en V6 elkaar 
in een punt L snijden, dus in één vlak A liggen. Een trans- 
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versaal van V4 en v^ moet dus óf door L gaan óf in A. liggen. 

Gaat ^2 door L, dan moet het vlak van ê door (a en L 
gaan. Men moet dan door de rechte fj. L een raakvlak aan 
het bovengenoemde quadratische regelvlak aanbrengen. Dit 
is op twee manieren mogelijk en U is zoodoende op twee 
manieren bepaald. Nu snijdt h het vlak p in het dubbelpunt 
en de verbindingslijn van dit dubbelpunt met L is (a. Men 
kan >i, Va, Va, i'4, va op 10 manieren drie aan twee rangschikken; 
elke 1 ang<ichikking „eeft twep ontT\idingeii en elke ontaarding 
is dubbel te tellpii omdat p een dubbel iitkxUk is. Hier 
vmdt men dUb 10 a 2 / 2 = 40 oplossmgen 

Ligt ^ m 1 dan moet diii f« het vlak p m het dubbel- 
punt snijdt dit dubbelpunt liggen op de snijlijn ^ai A en p. 
Op deze smjlijn moet dus d ook ruften en daar deze tevens 
rust op /i /a >3 vmdt men hier twee i echten h die voldoen. 
Veidei kan men hiei ooi 10 combmatie=i miken elke rang- 
schikking geeft twee rt-chten h dus twee onttirdmgen, en 
iedere ontiirding is dubbel te tellen omdit p een dubbel 
laakvhkis Ook hiei vinlf mendus 10 X2 / 2 = 40 oplossingen. 

In het geheel zijn er 20 + 40 + 40 ^100 antwoorden, dus 

S ui'^ P = 100. 



\ Weer gaat het vlak der ontaarding door een gegeven punt /y, 
en verder moeten de ontaardingen vier rechten vi, va, J's, v* 
snijden en twee vlakken pi en ps aanraken. Het dubbelpunt 
der S moet dus op de snijlijn iia van pi en pu liggen. 

Legt men eene transversaal ti op vi, V2, V3, /is, dan is het 
vlak der ontaarding bepaald door ^ en fi. Het snijpunt van 
tl met ^12 is het dubbelpunt; verbindt men dit punt met het 
snijpunt Qi van vi met het vlak door y. en ti, dan is deze 
verbindingslijn de rechte h van è. 

De rangschikking drie aan één van vi, va, i's, >4 is op rier 
wijzen mogelijk; elke rangschikking geeff toee transversalen *i, 
dus twee ontaardingen S, en elke S is voor vier te tellen, 
omdat ƒ31 en pi dubbele raakvlakken zijn. Zoo vindt men dus 
4 X 2 X 4 = 32 oplossingen. 
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Laat men de eene rechte h van ^ rusten op n en va en 
de andere rechte t^ op va en vi, dan is ti eene beschrijvende 
lijn valihetqnadratischeregelvlalfCvi, m, In) enh van (;'a, v*, Zi b). 
Men Koekt nu uit fj. een gemeenschappelijk raakvlalc van deze 
beide regel vlakken. Er zijn vier gemeenschappelijke raak- 
vlakken; één van deze kan men niet gebruiken n.l. het vlak 
door (/, en /ia, de gemeenschappelijke beschrijvende lijn van 
beide regelvlakken. Immers de vier snijpunten van v\, va, fs, n 
met het vlak door /* en la vormen een' voUedigen vierhoek, 
waarvan de diagonaalpunten in het algemeen niet op h % Hggen. 
Er blijven dus drie bruikbare gemeenschappelijke raakvlakken 
over. Men kan vi, y?, va, v* op iJrie wijzen twee aan twee 
combineeren; elke cornhinatie geeft drie oplossingen en elke 
oplossing is voor vier te tellen, daar pi en p^ dubbele raak- 
vlaJcken zijn. Op deze manier vindt men dus 3 X 5^ X 4 ^ 36 



In het geheel voldoen dus 32 + 36 = 68 antwoorden, zoodat 

Z IJ. y' p^ = 68. 



'^ p^. Weer gaan de vlaldcen der ontaardingen door een gegeven 
punt [/., terwijl de kegelsneden drie gegeven rechten vi, <J2, -h 
moeten snijden en drie gegeven vlakken pi,p2,p3 aanraken. 

Het dubbelpunt moet hier dus liggen in het snijpunt P van 
pi, pi, pB. De eene rechte t^ van 5 gaat door P en rust op 
vi en Va, is dus geheel bepaald. Dan is door /^ en ti ook het 
vlak van 3 bepaald en als va dit vlak in Qa snijdt, is derechte 
P Qs de tweede lijn ^a van S, die ook volkomen bepaald is. 
Bij deze rangschikking krijgt men dus slechts ééne ontaarding 3, 
die echter voor acht tellen moet, daar pi, p^, ps dubbele raak- 
vlakken zijn. Omdat men yj, vs en va op drie wijzen twee 
aan één kan rangschikken, vindt men du? in het geheel 
3 X 8 = 24 oplossingen, zoodat 

3 fj, '/ p^ = 24 . 

'- p^. Hier zou de voorwaarde p* eischen, dat hot dubbelpunt 
dei- ontaarding tegelijk in vier vlakken moest liggen. Omdat 
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dit in het algorneen onmogelijk is, heeft men 

'- Om dezelfde roden ia 






S [j. p''. Eveneens vindt i 



Hier moeten de ontaai'dingen zeven gegeven stralen yi, v^, ^3, 
:'4, V5, vü, V7 snijden. De eene rechte d van 3 snijdt 'j\^ va, ■J^, va, 
de andere is een transversaal h van v^, vs, j't en h. Daar er 
35 combinaties vier aan drie van vi, V2, J's, Vi, yg, vb, ^7 zijn, 
tervFijl elke rangschikking twee transversalen h geeft en elke ti 
twee transversalen /a, krijgt men hier 35 X 2 X 2 = 140 op- 
lossingen. Dus is 

S-,'!= 11-0. 

Hier moeten de kegelsneden zes gegeven stralen ;'i, xa, j's, V4, 
VS, n snijden en een gegeven vlak p aanraken. Het duhbel- 
punt van S moet dus in p liggen. Men kan hier twee stellen 
oplossingen vinden. 

Men legt de transversaal d op ^i, va, vs, Vi en uit het snij- 
punt van tl met p de transversaal op vb en i/e; deze is dau 
de andere rechte (« van S. Men kan 15 combinaties vier aan 
twee van vi, v^, vg, vt, vs, va maken; elke rangschikking geeft 
twee rechten ti en elke oplossing is dubbel te tellen, omdat p 
door het dubbelpunt gaat. Op deze wijze vindt men dus 
15 X 2 X 2 = 60 oplossingen. 

Laat men h rusten op vi, ya, yg en U op v*, ye, n, dan vormen 
(1 en ti ieder een quadratisch regelvlak, weike beide regel- 
vlakken p iader in eene kegelsnede snijden. Deze kegelsneden 
hebben rier punten gemeen, waardoor dus een ti en een d gaan. 
Daar er tien combinaties drie aan drie van ci, va, vs, vi, vb, ve 
mogelijk zijn, terwijl iedere rangschikking vier ontaardingen 
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geeft en elke ontaarding dubbel te tellen is, omdat ^j een dubbel 
raakvlak is, heeft men hier 10 X ■i' X 2 = 80 oplossingen- 
In 't geheel KÏjn er 60 + 80 = 140 antwoorden, dus is 



De ontaardingen moeten hier vijf gegeven stralen i/i, ^a, n, 
i/i, ys snijden en twee gegeven vlakken pi en p2 aanraken. Het 
dubbelpunt der ontaardingen ligt dus op de doorsnede lu 
van Pi en p^. 

Legt men een transversaal d op vi, i^a, V3, hz, dan kan men 
uit het snijpunt van h en ds ééne rechte ta vinden, die op 
V4 en V5 rust. Daar er 10 combinaties drie aan twee van 
j*!, Va, v^i ^4, n zijn, terwijl iedere rangschikking twee transver- 
salen h, dus twee ontaardingen geeft en eïke ontaarding voor 
vier te tellen is, omdat p\ en p^ door het dubbelpunt van ^ 
gaan, heeft men hier 10X2X4 = 80 oplossingen, Koodat 

l-fip^ = 80. 



'^ p^- Hier snijden de kegelsneden vier gegeven stralen vi, i-a, 'j%, n 
en raken drie gegeven vlakken pi, p^ en p^ aan. Het dubbel- 
punt ligt hier in het snijpunt P van pi, p2, pa. 

Men legt de transversaal ti uit P op vi en ^a en de trans- 

1 ts uit P op i/a en H- De ontaarding blijkt hier volkomen 

te zijn, doch geldt voor acht oplossingen, omdat 

pi, ps, pa dubbele raakvlakken zijn. Men kan vi, va, vg, v* op 

drie wijzen twee aan twee rangschikken en vindt dus 3 X 8 =^ 24 

oplossingen. 

Men heeft dus 

Sy'p'' = U. 

De ontaardingen moeten drie rechten vi, ya, na snijden en 
vier vlakken pi, p2, fd, p* aanraken. Daai' echter het dubbel- 
punt in het algemeen niet in vier vlakken tegclijj; ligt, hoeft 
men hier geene oplossing, zoodat 



y Google 




Sp'i, Ook i 



§6. 



'. De onlaardingen der tweede klasse, die aan deze voor- 
~ waarden zullen voldoen, moeten vier gegeven rechten vi, fa, ^s, >* 
snijden, terwijl haar vlak door drie gegeven punten gaat. Dit 
vlak is dus geheel bepaald en aangezien vi, V2, ^3, f* dit vlak 
in vier punten 0i,Q2,Qs, Q* snijden, die in het algemeen niet 
op ééne rechte liggen, is dus in het algemeen geene oplos- 
sing mogelijk. Dus 

p. Ook hier is het vlak der ontaardingen door jj,^ bepaald, 
""maar omdat de drie gegeven rethten >i, fa, >* dit vlak in drie 

pmiten Qi,Q2, Qs snijden, die in het algemeen niet op ééne 

rechte liggen, is 

>'\ De voorwaarde i^.'' bepaalt weer het vlak van >;, en dit vlak 
wordt door de gegeven rechten vi en vn in twee punten Qi 
en Qa gesneden. De verbindingslijn Qi Qa is de lijn l van ^, 
die dus volkomen bepaald is. De beide rangpunten zijn de 
snijpunten van l met de gegeven vlakken pi en p^. Aange- 
zien VI en V2 de lijn l in een dubbelpunt snijden, is deze 
eenige oplossing voor mer te lellen, zoodat 



)*. Hier is het vlak van -/i bekend en verder moeten een gt 
geven straal v gesneden en drie gegeven vlakken pi, ps, f 
aangeraakt worden. 
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Men zoekt de snijlijnen ni, «a, % van ^i, p^, pi met het vlak 
f/,^, dan zal één rangpunt liggen in het snijpunt van twee der 
drie Ujnen n. Dit rangpunt bepaalt met het snijpunt Q van 
y en ^* de lijn l van t^. Het snijpunt van l met de derde 
der snijlijnen n is het tweede rangpunt. Daar men «i, n^, m 
op drie wijzen twee aan één kan rangschikken, en elke op- 
lossing dnbbel te tellen is, omdat v de lijn l snijdt in een 
dubbelpunf, zijn er 3 X ^ ^ 6 oplossingen. Dus is 



^ Het vlak /^^ wordt door de vier vlakken pi, p2, pa, pi gesne- 
den volgens een volledige vierzijde, waarvan elke twee over- 
staande hoekpunien als rangpunten kunnen worden opgevat. 
Er zijn drie combinaties twee aan twee der vier snijlijnen 

ïii, «2, »B, «4 van pi, pi, ps, pi met f^^, zoodat er drie oplossingen 
zijn en dus 

VI jj-^ p^ = 3. 

§ 7. 

Hier gaan de vlakken der ontaardingen door twee gegeven 

punten, dus door eene gegeven rechte fi^. Verder zou de 

lijn f, van >) op vijf gegeven stralen n, vt, fa, vt„ ys moeten 

rusten, wat in het algemeen onmogelijk is, dus 

V, fj.^ ■/ = 0. 

j. Hier zou de lijn l op de rechte (jJ^ en op de vier gegeven 
stralen vi, vi, 1/3, pa moeten rusten, wat niet kan, zoodat ook 

M U^ y* fl = 0. 



^ Hier moet de lijn l van -^ rusten op ^^ en op drie gegeven 
stralen vi, ya, va, terwijl de rangpunten in de twee gegeven 
vlakken p liggen. Men legt een Iransversaal op iJ.^,vi,Vi,vs; 
zij is de lij» l van vi, die pi en p2 in de rangpunten snijdt. 
Omdat er twee transversalen rusten op ij,^, n, ya, va en elke 
oplossing voor acht te tellen is, omdat l de drie rechten 
yi. ya en ya dubbel snijdt, is het aantal oplossingen 2X8 = 16, dus 

V, IJ? y^ /J^= 16. 
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vj(A^'j^p^. De lijn l van vj moet op (a.^ en op twee gegeven stralen 
vi en V2 rusten, terwijl de rangpunten in de vlakken p moeten 
liggen. 

Men kan hier niet het snijpunt der drie vlakken pi, pi, pa 
als eene rangpunt aannemen, want uit dit punt kan geene 
rechte getrokken worden, die op (j.^, vi, vb rust. Men kan 
echter wel de lijn l op ja^, n, n en de snijlijn «ia van p\ en p^ 
leggen, dan snijdt l de lijn «ia in het eene en het vlak p^ in 
het tweede rangpunt. Men kan de vlakken pi, p2, pn op drie 
manieren twee aan één combineeren; elke rangschikking geeft 
iwee transversalen en elke oplossing is voor vier te tellen, omdat l 
de stralen vi en n dubbel snijdt, dus vindt men 3 X 2 X '!■ ^ 24 
oplossingen, zoodat 

I) ^' y' f» - M. 

Vi {^^ 'J p^ . De ontaarding rust op [j.^ en den gegeven straal -Jt en 
moet de vier gegeven vlakken ^i, pi, pa, pi aanraken. Men kan 
hier twee stellen oplossingen vinden. 

Laat men de lijn l van tj gaan door het snijpunt Pias van 
de vlakken pi, ps, pa en rusten op y en (it^, dan ligt het eene 
rangpunt in Pias en het andere in het snijpunt van l met^j*. 
Men kan pi, p2, ps, pi op vier wijzen drie aan één combineeren 
en elke oplossing is dubbel te tellen, daar zij ^ dubbel snijdt, 
zoodat men hier 4X2 = 8 oplossingen vindt. 

Laat men de lijn l van >> rusten op /.i^, u en de doorgan- 
gen Hi2 van pi en pi en Ha* Tan pa en p^, dan ligt het eene 
rangpunt op nu en het andere op ïig*. Er zijn voor elke 
rangschikking twee transversalen van y, f.^, «ia, M34 en men 
kan pi, Pi, ps, pi op drie manieren twee aan twee rangschikken. 
Bovendien is elke oplossing dubbel te tellen, daar y dubbel 
gesneden wordt, zoodat men op deze wijze 2 X 3 X 2 = 12 
oplossingen vindt, 

In het geheel zjin er dus 8+ 12 = 20 oplossingen, zoodat 
V, ijJ^ 'j p*- = 20. 

}1(a'^P^. Hier moet ■/: rusten op (a.^ en de rangpunten moeten in de 
gegeven vlakken pi, ,02, pa, pi, pó liggen. 
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Men kan hier vi leggen door het snijpunt P van drie der 
vijf vlakken en haar laten rusten op ^w^ en de snijlijn der 
overige twee vlakken p. De üjn l van vj is dan volkomen 
bepaald en daar men pi, p2, ps, pi, p^ op 10 manieren drie aan 
twee kan rangschikken, zijn hier tien oplossinjïen mogelijk. 

Men heeft dus 

§ 8. 
Hier gaat het vlak van vj door een gegeven punt fj. en 
moet Ij zes gegeven stralen yi, v^, va, i/t, j's, f« snijden. Daar 
eene rechte niet op zes rechten kan rusten, is in het alge- 
meen geene oplossing mogelijk, zoodat 

mj.-/' = 0. 

p. Daar de lijn i van vj in het algemeen nief op vijf gegeven 
stralen kan rusten, is 



ij^y^fj^- Het vlak van fj moet door een vast punt (/. gaan en v; 
moet vier gegeven stralen yi,va,>s, v* snijden en de rang- 
punten in pi en p% hebben. 

Men legt de transversaal l op yi, vi, vs, n; dan is het vlak 
der ontaarding bepaald door /.* en l. De rangpunten liggen 
in de snijpunten van l met pi en met p2. Daar op vi, yg, ys, j'4 
twee transversalen l rusten, en iedere oplossing voor 16 te 
tellen is, omdat yi, yg, yj, n dubbel gesneden worden, voldoen 
er 2 X 16 = 32 antwoorden, dus 

y, (^y^ p^ = 32, 

1 1^ v^ p^- Het vlak van ^ gaat weer door ^ en verder moeten drie 
gegeven rechten vi, V2, va gesneden en drie gegeven vlakken 
pi,p2,p» aangeraakt worden. 

Men legt eene rechte l op yi, ys, vs en de snijlijn «12 van 
pi en p2. Het vlak van vi is dan bepaald door fA, en l. In 
H13 ligt het eene en in p» het tweede straalpunt n.1. in hun 
snijpunten met l. Men kan pi, p2, pa op drie manieren twee 
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aan één combineeren; elke rangschikking geeft ttoee transver- 
salen l, elke opiossing is voor acht to tellen, omdat vi, yj, v^ 
dubbe! gesneden worden en men heeft dus 3 X 2 X S = 48 
oplossingen, zoodat 

11 (X, f^ p^ = i8. 

^fi^ p*. Weer gaat het vlak door ^; hier moeten twee rechten 
;/! en vt gesneden en vier vlakken pi, ps, pi, p^ aangeraakt 
worden. Men kan hier weer twee stellen oplossingen vinden. 

Legt men l door het snijpunt P van pi,pa,fs en op ;^i en v^, 
dan is het vlak van vj bepaald door ^a, en l. Het eene rang- 
punt is het snijpunt P der vlakken pi, p^, p^, het tweede 
rangpunt is het snijpunt van l met p^. Men kan ^i, p^, pa, pi 
op vier manieren drie aan één combineereu en elke oplossing 
is voor mer te tellen, omdat vi en j's dubbel gesneden worden. 
Men vindt dus 4 X ■i =" 16 oplossingen. 

Legt men l op n, ^a en de snijlijnen «12 van pi en pi en nsi 
van pa en p^, dan is het vlak weer door f* en l bepaald. De 
snijpunten van l met ms en n^i zijn de rangpimten. Men 
kan pi, pa, ps, Pi op drk wijzen twee aan twee combineeren; 
elke rangschikking geeft kcee lijnen l en elke oplossing is 
voor vim- te tellen, omdat n en va dubbel gesneden worden. 
Hier vindt men dan 3 X 2 X 4 ^ 24 oplossingen. 

In het geheel zijn er 16 + 24 = 40 oplossingen, dus 
V, IJ.-/ p^ -^ 40. 

v\^i.vp^. Het vlak van v, gaat door /* en 11 moet ééne rechte ;' snijden 
en vijf vlakken ^Ji, p^, pt, p^, ps aanraken. 

Men kan de lijn l van vf door hel snijpunt P van pi, pa, ps 
trekken en op v en de snijlijn «6* van pa en pt laten rusten. 
Men kan ^1, pa, ps, p^, p^ op tien manieren drie aan twee rangschik- 
ken en elke oplossing is dubbel te tellen, omdat v dubbel 
gesneden wordt. 

Dus er zijn 10 X 2 — 20 oplossingen, zoodat 



vjl^p'''. Het vlak gaat door [-i en er moeten zes gegeven vlakken 
P'< p'i% psj pit pf't f"i aangeraakt worden. 
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Men legt hier l door de snijpunten P van ^i, p^, ps en Q 
van Pi, pö, ps- Het vlak van y) is dan door f/, en l bepaald. 
De zes vlakken pi, p2, ps, pt, fa, pe kan men op tien wijzen drie 
aan drie combineeren, zoodat er 10 oplossingen zijn en dus 

i/f pi. p*^ ^ 10. 

De lijn l van -^ kan niet op zeven j'echten rusten, dus 



De lijn l van y, kan ook niet zes rechten snijden, dus 

1 V V — 0- 
Ook kan de lijn / van >) niet vijf rechten ontmoeten, dus 



Daar l ook niet tegelijk op vier rechten en op de snijlijn 
van twee vlakken p kan rusten, is 



Do lijn l kan niet drie lijnen :' snijden en tevens twee 
snijlijnen der vlakken p, zoodat 



yfi/^p^. Ook kan de lijn l niet op twee lijnen v en eene snijlijn van 
twee vlakken p rusten en door het snijpunt der overige drie 
vlakken p gaan, zoodat 

yr.'^p'^ = 0. 

■/j y fli'. De lijn l kan niet de rechte v ontmoeten en door twee 
punten n.1, de snijpunten van p\, pt, p» en pi, pi, pa gaan, dus 
VJ!/ p"=0. 

vip''. Daar de lijn l niet door de snijpunten van pi, pi, pa en van 
Pi, (35, pa kan gaan en tegelijk in één van deze twee punten 
het vlak pi ontmoeten, is dus 

n c' = 0. 
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HOOFDSTUK IV. 



Over stelsels van CO' KEtiELSNEDEt) EN DAABDOOH GEVORMDE 
OPPERVLAKKEN. 

8 1. 

Hier vindt men het stelsel kegelsnedon, waarvan het vlalt 
gegeven is door de voorwaarde /a^. De kegelsnedeii moeten 
vier stralen vi, vg, vs, v^ snijden, dus gaan door de vier snij- 
punten Pi,P2, Pa, Pi van f*^ met n, va, j's, j'4. Dit stelsel is 
klaarblijkeüik een bundel kegelsneden 

De bekende twee parabolen hieim vmdt men, door er een 
raatvlak bi] te nemen en dan de snijlijn van dit raakvlak 
met fi" naai het oneindige te laten gaan De voorwaarde 
y/ A p gaf twee kegohneden, die biei dus tot parabolen 
worden 

De bekende ontaardmgen ^an den bundel ziet men terug 
in de voorwaarden è //,'' v* = 3 en iflf/.'y' = 

Als bijzondei geval van dezen bundel kegelsneden vindt 
men een cirkeibundel, en wel als de snijpunten van vi en j's 
met /j,^ in de cyclische punten van het vlak liggen. Alle 
cirkels van dezen bundel gaan door Pb en Pj, dus de meet- 
kundige plaats hunner middelpunten is de middelloodlijn 
op Pa P4. 

). Hier vindt men een stelsel kegelsneden, waarvan het vlak 
/j-^ is. Alle kegelsneden gaan door de snijpunten Pi, Fa, Pa 
van do rechten i'i, va, V3 met [j.^ en raken de snïjlijn / van p 
met ft* aan. 

In dit stelsel zijn vier parabolen, want neemt men er een 
tweede raakvlak p bi), dan ontstaat de voorwaarde ft* y^ ,s^ ^ 4 
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en laat men nu de snijlijn van dit vlak p naar het oneindige 
gaan, dan worden deze vier kegelsneden tot parabolen. 

De ontaardingen van dit stelsel vindt men uit de voor- 
waarden S fj.^ y^ p ^=?i en 11 ^^ y^ ƒ) = O en dit zijn drie lijnen- 
paren, die elk dubbel in rekening gebracht worden. 

De meetkundige plaats van de middelpunten der kegelsneden 
zal hier eene kromme van den vierden graad zijn met vier 
punten in het oneindige. De vier parabolen in het stelsel 
{j,^ v^ p geven vier middelpunten in het oneindige, dus de 
meetkundige plaats moet ook deze punten in het oneindige 
bezitten. 

Een bijzonder geval krijgt men ook hier, door twee snij- 
punten b.v. die van v\ en ^b met fj?, naar de cyclische punten 
te brengen. Alle cirkels gaan door het snijpunt P3 van vs 
met fi* en raken de snijlijn l van p met (j.^ aan. Een dezer 
cirkels is M A, als A het voetpunt der loodlijn uit P3 op l is 
en M het midden van P3 A. Verder voldoet als grensgeval de 
lijn in het oneindige met de rechte door P3 evenwijdig niet i; 
deze heeft haar middelpunt dus in het oneindige. De meet- 
kundige plaats der middelpunten zal hier een parabool zijn 
met M tot top en symmetrisch ten opzichte van P3 A. 



: Dit stelsel kegelsneden ligt weer in het vlak f** en alle 
exemplaren moeten gaan door de snijpunten Pi en P2 van 
fi* met vi en ^a en de snijtijnen h en h van jj.^ met pi en 
pi aanraken. 

In dit stelsel zijn vier parabolen, want neemt men er een 
derde raakvlak bij, dan ontstaat de voorwaarde f*^ y^ fi' ^ 4 
en deze kegelsneden worden tot parabolen, als men de snijlijn 
van fi* met dit derde raakvlak naar het oneindige verlegt. 

Men vindt hier de ontaardingen uit de voorwaarden 
S (j.^ y^ p* ^4- en IJ jj.^ y^ ^^ = 4 en wel ééne viervoudige ont- 
aarding van den tweeden graad en ééne viervoudige ontaarding 
der tweede klasse. 

De meetkundige plaats der middelpunten van de kegelsneden 
in dit stelsel is eene kromme van den vierden graad met vier 
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punten m het oneindige, immers de middelpunten der vier 
parabolen liggen in het oneindige. 

Een bijzonder geval van dit stelsel kegelsneden vindt men, 
als men Pi en Pa in de cyclische punten legt. Er ontstaat 
dan een stelsel cirkels, die h en h aanraken, zoodat de meet- 
kundige plaats hunner middelpunten gevormd wordt door de 
twee deellijuen der hoeken, die h en h met elkaar maken. 



Het vlak jj.^ der kegelsneden is weer bekend en alle kegol- 
sneden moeten eene rechte f snijden en drie vlakken ^ci, ^Ja, ƒ33 
aanraken; zij gaan dus door het snijpunt F van v met f^^en 
raken de snijlijnen ^1, ^2, h, van pi, pi, ps met ^^ aan. 

In dit stelsel vindt men de parabolen, door er een vierde 
raakvlak bij te nemen, waardoor de voorwaarde /z^ v ^i* = 2 
ontstaat. Men verlegt de raaklijn in 1^^ naar het oneindige 
en vindt dan twee parabolen. 

De oniaardingen van dit stelsel vindt men uit è {j.^ :/ p^=^0 
en ij fjJ' V p^^&j dus zes ontaardingen der tweede klasse, die 
echter drie dubbel getelde zijn. 

Men vindt hier geen cirkelbundel als bijzonder geval, daar 
er geen twee punten gegeven zijn, waardoor alle kegelsneden 
moeten gaan. 

Dit stelsel kegelsneden in /-i^ bevat alle exemplaren, die 
de snijlijnen h,h,h,li van pi, p2, ps, pi met f-i* aanraken. Dit 
is klaarblijkelijk eene schaar kegelsneden. De eene parabool 
der schaar vindt men, als men er een vijfde raakvlak bij 
neemt, zoodat de voorwaarde 1^.^ p^ ^i ontstaat, en vervolgens 
de snijlijn van dit vijfde raakvlak met. f^^ naar het oneindige 
verlegt. 

De bekende ontaardingen van de schaar vindt men terug 
uit 3 /.** ^* = O en ;) /-t^ p' = 3, dus de drie ontaardingen der 
tweede klasse. 

Ook hier vindt men geen drkelbundel als bijzonder geval. 



y Google 



De kegelsneden, WEiarvan de vlaklten door twee gegeven 
punten, dus door eene gegeven rechte f^^ gaan, en die vijf 
stralen ^i, ya, ys, y*, vj snijden, vormen een oppervlak van den 
achtsten graad. Immers zoekt men het aantal snijpunten van 
dit oppervlak met eene wiiiekeurige rechte, m. a, w. bet aantal 
kegelsneden, dat voldoet aan f-t^ y^, dan is dit aantal acht. 

De gegeven rechte i/.^ zal eene zesvoudige rechte op dit 
oppervlak zijn. Legt men n.1. een willekeurig vlak door jj.^, 
dan vindt men daarin, behalve de rechte ft^, slechts ééne 
kegelsnede, die de vijf rechten v\, ya, y», y4, n ontmoet. Daar 
de doorsnijding in dit vlak van den achtsten graad is, moet 
ji."^ zesmaal tot het oppervlak behooren. Uit eenig punt van /^/ 
zullen dus zes kegelsneden van dit stelsel gaan; hieruit vindt 
men eene vroeger gevonden waarde terug, n.1. P f* 1-^ = 6. 

Dan volgt hieruit, dat de kegelsneden, die voldoen aan de 
voorwaarde P /^ y*, dus door een gegeven punt gaan, vier 
stralen snijden en hun vlak door een bepaald punt zenden, 
een oppervlak vormen van den zesden graad. Op dit opper- 
vlak zal P/^ eene viervoudige rechte zijn; want legt men 
eenig vlak door P fi, dan vindt men daarin, behalve de rechte 
P fi,, slechts ééne kegelsnede, welke door vijf punten gaat. 
De doorsnede is van den zesden graad, dus de rechte F {j, 
moet viermaal tot het oppervlak behooren. 

Het pvmt F zal op deze rechte een vijfvoudig punt zijn, 
omdat de eene kegelsnede er ook nog door gaat. 

Uit elk punt van P fj, gaan dus vier kegelsneden van dit 
stelsel, zoodat men hier weer terugvindt P^y*=^4. 

De kegelsneden, die voldoen aan de voorwaarde F" 'A, dus 
door twee punten gaan en drie stralen snijden, vormen der- 
halve een oppervlak van den vierden graad. Hierop is Pi Pa 
eene dubbelrechte, omdat een willekeurig vlak door Pi Pa als 
doorsnede behalve Fi Pa slechts ééne kegelsnede bevat. De 
punten Pi en Pa zijn drievoudige punten op dit oppervlak, 
daar deze ééne kegelsnede ook door beide punten gaat. 

Op de zesvoudige rechte (jJ" van het oppervlak, gevormd 
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door de kegelsneden, die aan de voorwaarde f^^ ■Z' voldoen, 
vormen die kegclsneden eene verwantschap, waarin met elk 
punt der eene reeks zes punten der andere overeenkomen. 
Deze i^,^') bevat 12 coïncidenties; dus vindt men hier teru^, 
dat T!/^= 12 is, want elke coïncidentie geeft aan, dat eene 
kegelsnede raakt aan ^^. 

Op dit oppervlak vindt men ook rechte lijnen, gevormd 
door de ontaarde kegelsnedcn. Omdat n.1, Sf-;^v^ = 20 en 
■/, {j? •/" = O, liggen er 20 ontaardingen van den tweeden graad 
of 40 enkelvoudige rechten op dit oppervlak. 

Ook de rechten vi, ^a, J's, n, n liggen op het oppervlak, daar 
zij door alle kegelsneden gesneden worden. Zij zijn enkel- 
voudig, want een willekeurig vlak door /a,^ geeft slechts ééne 
kegelsnede, die haar snijdt. 

Een willekeurig vlak (p snijdt het oppervlak in eene kromme 
van den achtsten graad met een zesvoudig punt L, den door- 
gang van 4> ™6t de zesvoudige rechte fj^^. De klasse dier 
kromme zij k, dan is k = n (n ~ i) — ^ S — S y., waann n 
den graad der kromme, S haar aantal dubbelpunten en x haar 
aantal keerpunten voorstelt. Omdat het zesvoudige punt L 
telt voor ^/a X 6 X 5 dubbelpunten en er verder geene dubbel- 
of keerpunten zijn, is fc = 8 X 7 — 6 X 5 = 26. Uit het zes- 
voudige punt L gaan naar deze kromme dus nog 26^2X6=^14 
raaklijnen. Aan het vlak ó zullen dus 14 kegelsneden van 
het stelsel moeten raken en omdat <p geheel willekeurig ge- 
nomen is, vindt men hier terug, dat /-t^y'/i = 14 is. 

Er zullen 14 parabolen op dit oppervlak liggen, want legt 
men het vlak Ó in het oneindige, dan worden de 14 kegel- 
sneden, die <p aanraken, lot parabolen. 

De meetkundige plaats der middelpunten van de kegel- 
sneden in het stelsel {/j.^ y^) is eene ruimtekromme van den 
14^" graad; immers er liggen 14 punten in het oneindige. 
Elk vlak door f^^ geeft slechts ééne kegelsnede door vijf punten, 
dus één punt der meetkundige plaats buiten ^u^. Dus y.^ 
wordt 13 maai door deze i-uinitekromme gesneden. 
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De kegelsneden, die aan deze voorwaarde voldoen, vormen 
een oppervlak van den 14'^^" graad. Immers het aantal snij- 
punten van dit opper\'lak met eene rechte wordt bepaald 
door de waarde van fj.^ v^ p en deze is 14. 

De rechte f^^ is eene tienvoudige rechte op dit oppervlak. 
Legt men n.1. een willekeurig vlak door /j.^, dan liggen, be- 
halve //,^, in dat vlak twee kegelsneden, die door de vier 
snijpunten met Vi, V2, i^s, Vi gaan en de snijlijn met p aanraken. 
Daar de doorsnijding van den graad 14 is, moet ^i*^ tienvoudig 
zijn. Uit elk punt van ^^ gaan dus 10 kegelsneden van dit 
stelsel, waaruit men terugvindt, dat P,«,v*f5 = 10 is. 

De kegelsneden, die voldoen aan de voorwaarde P fj, f* p, 
vormen dus een oppervlak van den tienden graad met eene 
zesvoudige rechte P ij., omdat een vlak door P /./. behalve deze 
rechte twee kegelsneden bevat en de doorsnede van den 
tienden graad moet zijn. 

Uit elk punt van de rechte F fj. gaan dus zes kegelsneden 
van dit stelsel, waaruit weer volgt, dat P^ y^ ^ = 6 is. Dus 
de kegelsneden, die voldoen aan de voorwaarde P^ v^ p, vormen 
een oppervlak van den zesden graad met een dubbelrechte 
Pi Pa, want een vlak door Pi Pa bevat, behalve deze rechte, 
nog twee kegelsneden, en de doorsnijding moet van den graad 
zes zijn. De punten Pi en Pa zijn dan viervoudige punten 
op dit oppervlak, omdat de beide kegelsneden ook door Pi 
en p2 gaan. 

Op de tienvoudige rechte (i^ van het oppervlak (i^^-^^p) 
bepalen de kegelsneden eene verwantschap {10, 10). Deze 
heeft 20 coïncidenties, zoodal ^^ door 20 kegelsneden wordt 
aangeraakt, waaruit men terugvindt, dat T y^ p = 20 is. 

Op dit oppervlak liggen ook rechte lijnen, gevormd door de 
ontaarde kegelsneden in het stelsel i^^ y* p- Omdat 3fi^y*/)=:34 
en VI 1^^ y^ p = 0, vindt men hier 34 ontaardingen van den 
tweeden graad, dus 34 rechte lijnen, omdat elke figuur S in 
het genoemde aantal voor eene dubbele oplossing is gerekend. 

Ook de rechten n, vs, ^s, ^i liggen op dit oppervlak, omdat 
alle kegelsneden op hen rusten. Zij zijn evenwel dubbel- 
rechten, omdat een vlak door f/.^ twee kegelsneden bevat, 
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die yi, ^2, va, fi snijden. Door elk punt van vi, -ji, i/^, -Ji gaan 
das twee raakvlakken aan het oppervlak. 



'. Het oppervlak, dat gevormd wordt door de kegelsneden, 
die aan deze voorwaarde voldoen, is van den graad 24, omdat 

Een willekeurig vlak door yJ' geeft vier kegelsneden, die 
door de drie snijpunten met vi,y2,vs gaan en de snijlijnen 
met pi en ^3 aanraken. Daar de doorsnede in dit vlak van 
den graad 24 is, moet 1^^ eene zestienvoudige rechte op dit 
oppervlak zijn. Uit elk punt van /^^ gaan dus 16 kegelsneden, 
waaruit men terugvindt, daf Pfij'^/^16 is. 

De kegelsneden, die aan de voorwaarde V fA,v^ p^ voldoen, 
zullen dus een oppervlak van den graad 16 vormen, waarop 
P IJ- eene achtvoudige rechte is. Immers in een vlak door 
P/-1 liggen, behalve P ft zelf, vier kegelsneden door drie punten, 
die twee rechten aanraken. Uit elk punt van P^ gaan dus 
acht kegelsneden van dit stelsel, waaruit volgt dat PV^^^ 
= 8 is. 

De kegelsneden met de voorwaarde P^vj?^ vormen dus een 
oppervlak van den achtsten graad. Omdat in een vlak door 
Pi Pï vier kegelsneden liggen en de doorsnijding van den graad 
acht is, ligt de rechte Pi Pa niet op dit oppervlak. De punten 
Pi en Pa zijn echter viervoudige punten op dit oppervlak, 
want in elk vlak door Pi en Ps gaan vier kegelsneden door 
beide punten. 

De rechten ^i, va, >» zijn viervoudige rechten op het opper- 
vlak (/j.^ y^ f). Immers in een vlak door ^^ liggen vier kegel- 
sneden, die deze rechten snijden. 

Verder liggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, gevormd 
door de ontaarde kegelsneden van het stelsel {/.^v^p^. Deze 
vindt men uit l {j} ■/* ii^ = %h: en !i ^«.^ v^/;^ — 16 en dit zijn 
zm viermaal getelde ontaardingen van den tweeden graad en 
twee achtmaal getelde ontaardingen der tweede klasse. Op 
dit oppervlak liggen dus nog 12 -|- 2 = 14 rechte lijnon. 



y Google 



61 

Op de 16-voudige rechte (u,^ vormen de kegelsnedeii van 
het stelsel [j.^ y^ p' eene verwantschap (16, 16). Deze heeft 
32 coïncidenties, doch deze zijn niet alle raakpunten voor 
kegelsneden. Op dit oppei'vlak liggen nl. ontaardingen der 
tweede klasse, die op /a,^ rusten en dus i^^ in twee samen- 
vallende punten snijden. Daar echter geen rangpunt van deze 
ontaardingen op i^^ ligt, is dus ^^ geene raaklijn der figuur. 
Om dus het aantal kegelsneden te vinden, dat aan fA,^ raakt, 
moet men van de 32 coïncidenties aftrekken de 16 coïnciden- 
ties, ontstaan uit de snijding van f*^ met de ontaardingen 
der tweede klasse. Dos /.t^ is raaklijn voor 16 kegelsneden, 
waaruit men terugvindt, dat Tv^^^=16 is. 



'. Daar fi'^ y^ p^ =^ M, is het oppervlak, gevormd door de kegel- 
sneden, die aan de voorwaarde fx^ y^ p^ voldoen, van den 
24stett gi-aad. 

Dit oppervlak bevat /.t^ als zestienvoudige rechte, want in 
een vlak door /-t^ liggen vier kegelsneden door de snijpunten 
met n en Vi, die de snijlijnen met ^i, ^2, ^3 aanraken, Daar 
de doorsnede van den graad 24 is, moet 1^^ 16-voudig zijn. 
Ui! elk punt van y.'' gaan dus 16 kegelsneden van dit stelsel, 
zoodat F 1^ v^ p^^= 16. 

De kegelsneden met de voorwaarde P fiv p^ vormen dus 
een oppervlak van den zestienden graad. Dit bevat de acht- 
voudige rechte P^:*, omdat in een vlak door P f^, behalve deze 
rechte, vier kegelsneden liggen en de doorsnede van den graad 
zestien is. Uit elk punt van P ^ gaan dus acht kegelsneden 
van dit stelsel, zoodat P^ y /)' = 8, 

De kegelsneden met de voorwaarde P^ p^ vormen dus een 
oppervlak van den graad 8, waarop de rechte Pi Pb niet ligt, 
want een vlak door Pi Ps geeft als doorsnijding vier kegel- 
sneden. De punten Pi en P^ zijn echter viervoudige punten 
op dit oppervlak, want ua eenig vlak door Pi en Pa üggen 
vier kegelsneden door deze beide punten. 

Op het oppervlak {(^^ -j^ p^) zijn vi en va viervoudige rechten, 
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omdat in een vlak door /^-^ ïier kegelsneden liggen, die op 
yi en j's rusten. 

Ook liggen er nog rechten op dit oppervlak, afkomstig van 
de ontaardingen in dit stelsel en deze vindt men uit 3 /j.^ v^ f 
= 8 en 'j\(j^ y^ f ^ 24. Dit zijn echter ééne ontaarding 
van den tweeden graad, die achtmaal in rekening is gebracht 
en zes .ontaardingen der tweede klasse, die elk voor vier 
geteld moeten worden. Dan liggen er dus 2 + 6 = 8 rechten 
op dit oppervlak. 

Op de zestienvoudige rechte {j.^ vormen de kegelsneden van 
dit stelsel [j? y^ (i^ eene verwantschap (16, 16), die 32 coïnci- 
denties heeft. Hieronder zijn ook de snijpunten van f-s^ met 
de ontaardingen der tweede klasse en dit zijn er 24. Daar 
[j? hiervoor geene raaklijn is, omdat geen slraalpimt op ij? 
ligt, zijn er maar achi kegelsneden, die p? aanraken. Daaruit 
vindt men terug, dat T y^ ƒ)* = 8 is. 



De kegelsneden, die aan dexe voorwaarde voldoen, vormen 
een oppervlak van den zestienden graad, omdaf /.i^ i-^^)* ^= 16. 

In [j? heeft dit oppervlak eene 12-voudige rechte, omdat 
een vlak door [j? als doorsnede, behalve {j}, nog twm kegel- 
sneden bevat, die door een punt gaan en vier rechten raken. 
Uit elk punt van {j? gaan dus 12 kegelsneden van dit stelsel, 
zoodat men terugvindt, dat P (n v f)* ^ 12 is. 

De kegelsneden, die aan de voorwaarde P/-i^* voldoen, 
vormen een oppervlak van den twaalfden graad met de acht- 
voudige rechte P (j.. Immers in een vlak door P (j. liggen, 
behalve deze rechte, nog twee kegelsneden. Uit elk punt 
van P IX gaan dus 8 kegelsneden, waaruit opnieuvF volgt, dat 
P^^* = 8 is. 

De rechte y is eene dubbelreehte op het oppervlak {{/? v p^), 
want in eenig vlak door ^^ liggen twee kegelsneden, die beide 
op y rusten. 

Verder liggen er op het oppervlak nog rechte lijnen, die 
afkomstig zijn van de ontaardingen in dit stelsel. Deze vindt 
men uit ^//^y/=^0 en -.i /.^^ > ,ii^ = 20 en wel alleen lOont- 
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aardingen der tweede klasse, die elk tweemaal in rekening 
worden gebracht. Dus door y.^ gaan 10 vlakken, die het 
oppervlak langs eene rechte raken. 

Op de 12-vDudige rechte fj,^ vormen de kegelsneden eene ■ 
verwantschap (12, 12), dus met 24 coïncidenties. Hieronder 
zijn er 20, afkomstig van de 20 ontaardingen der tweede 
klasse en die niet meetellen voor raakpunten. Er zijn dus 
vier kegelsneden, die /*^ aanraken, waarait opnieuw volgt, dat 
Tvfl* = 4 is. 



De kegelsneden vormen hier een oppervlak van den acht- 
sten graad, omdat f-^up^^S. 

In (u.^ heeft dit oppervlak eene zesvoudige rechte, omdat 
een vlak hierdoor, behalve (^-^, slechts ééne kegelsnede bevat, 
die aan vijf rechten raakt. Uit elk punt van (j.^ gaan dus 
zes kegelsneden van dit stelsel, waaruit men terugvindt, dat 
p ^ ^6 = 6 is. 

Op het oppervlak {/a^ p^) liggen rechte lijnen, afkomstig van 
de ontaardingen in het stelsel. Deze vindt men uit ë fj} fi* = O 
en yi^'^f^^\^, dus 10 enkelvoudige onlaardingen der tweede 
klasse. 

Een willekeurige doorsnede van het oppervlak met een vlak 
tf> is eene kromme van den graad 8 met een zesvoudig punt 
L. Dit punt is het snijpunt van de zesvoudige rechte f/? met 
(ji. Deze kromme is dus van de klasse 8X7 — 6X5^ 26 
en het aantal raaklijnen uit L aan deze kromme is dus 
26 — - 2 X 6 = 1-i- Maar hieronder zijn 10 oneigenlijke raak- 
Ignen, want de 10 ontaardingen der tweede klasse geven in 
cfi ook twee samenvallende punten. Dit zijn in het algemeen 
geene raaklijnen voor die ontaardingen, want hare straalpunten 
liggen in het algemeen niet in ^. Dus t}> wordt door vier 
kegelsneden aangeraakt en men vindt hier dus terug, dat 
{j.^ f?" = 4 is. 

Op de zesvoudige rechte ^j? van het oppervlak {^j? f) be- 
palen de kegelsneden eene verwantschap (6, 6) met 12 coïn- 
cidenties. De tien ontaardingen der tweede klasse op dit 
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oppervlak geven wel coïncidenties, doch geene raakpunten, 
zoodat fj.'^ maar door twee kegelsneden wordt aangeraakt, 
waaruit men terugvindt, dat T p^ = 2 Js. 



De kegelsneden, waarvan het vlak door een gegeven punt 
jj. gaat en die zes gegeven rechten :'i, y-i, vb, vi, >b, va snijden, 
vormen een oppervlak van den 34steii graad, omdat het aanta! 
snijpunten Tan dit oppervlak met eene rechte 34 is; immers 
,,, ,/ = 34. 

Op dit oppei-vlak liggen vi, m. !/&, -Ji, Vb, h als zesvoudige 
rechten, want uit eenig punt P op vi gaan zes kegelsneden 
van dit stelsel, omdat F jj. v^ = G is. 

Verder liggen op dit oppervlak rechte lijnen, die afltonistig 
zijn van de ontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze vindt 
men uit ^^ v^ ^ 70 en !i ft v" = 0; de 70 ontaardingen van 
den tweeden graad leveren 140 rechten op dit oppervlak. 

De meetkundige plaats der kegelsneden, die door een punt P 
gaan, vier rechten ui, ua, n, h snijden en waarvan het vlak door fj. 
gaat, is een oppervlak van den zesden graad. Immers F ^^ v^ = 6, 
dus het oppervlak geeit zes snijpunten met eene rechte. 

Elk der rechten ui, ^a, ^3, Ui is eene enkelvoudige rechte op 
het oppervlak (P /j. y*), omdat «it elk van haar punten slechts 
ééne kegelsnede van dil stelsel gaat. Legt men n.1. een vlak 
door F, door een punt P' van yi en door ft, dan ligt daarin 
slechts ééne kegelsnede door P, P' en de snijpunten van dit 
vlak met vs, pb, n. 

Ook liggen er ontaardingen op dit oppervlak, want legt 
men eene rechte ( uit F op yi, ya, en vervolgens een vlak 
door fA en (, dan vormt de verbindingslijn van de beide 
snijpunten van dit vlak met vs en y* de tweede rechte t' van 
een lijnenpaar, dat voldoet. Daar er ses combinaties van de 
vier rechten zijn te maken, vindt men dus zes ontaardiiigen 
van den tweeden graad op dit oppervlak; hierop liggen dus, 
behalve yi, ya, ya, y*, nog 12 rechte lijnen. 
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De kegelsneden, die Yijf rechten yi, va, vg, vt, fs snijden, een 
vlak p aanraken en haar vlak door (^ zenden, vormen een 
oppervlak van den graad 52, omdat {j, i/^ p = 52 is. 

De rechten vt, V2, vs, j'4, v^ zijn tienvoudige rechten op dit 
oppervlak, want uit eenig punt op een dezer rechten gaan 
tien kegelsneden van dit stelsel, omdat P ^a y* /j = 10 is. 

Verder liggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, die af- 
komstig zijn van ontaarde kegelsneden. Deze vindt men uit 
3 IA, v^ p ~ 100 en v; /jl v^ p = 0. Er liggen 50 dubbelgeteide 
ontaardingen van den tweeden graad, dus 100 rechten op dit 
oppervlak. 

De meetkundige plaats der kegelsneden, die door een punt 
P gaan, drie rechten vi, ya, fs snijden en een vlak ^3 aanraken, 
terwijl haar vlak door ^ gaat, is een oppervlak van den tienden 
graad, omdat V pt v* p = 10 is. 

Elk der rechten vi, va, va is eene dubbelrechte op dit opper- 
vlak, omdat uit elk harer punten twee kegelsneden van dit 
stelsel gaan. Legt men n.1. een vlak door P, door een punt 
P' van yj, en door ij., dan liggen daarin toee kegelsneden door 
vier punten, die eene rechte aanraken. 

Er. liggen ook ontaardingen op het oppervlak (P fj. •/" p). 
Legt men n.1. eene rechte t uit P op vi en va, vervolgens 
het vlak door (/. en t en verbindt men het snijpunt van dit 
vlak en vz met den doorgang van t op p, dan vormt deze 
verbindingslijn met ( eene ontaarding van den tweeden graad, 
die voldoet. Men vindt drie combinaties van de diie rechten v 
twee aan één, dus dit geeft drie üjnenparen of zes rechten 
op dit oppervlak. 



)Af. De kegelsneden, die aan deze voorwaarden voldoen, vormen 
een oppervlak van den 76*ten graad, omdat il v'' p''' = 76 is. 

De rechten yi, va, n, m zijn 16-voudige rechten op dit opper- 
vlak, want uit eenig punt op vi gaan 16 kegelsneden van dit 
stelsel, omdat P ^ y^ ^^ ^ 16 is. 

Verder liggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, die af- 
komstig zijn van de ontaardingen in dit stelsel. Deze vindt 
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men uit S /a, '/ f = 68 en vf /^ y* p^ = 32. Dit zijn 17 vier- 
maal getelde Jijnenpareii en twee 16-maal getelde ontaar- 
dingen der tweede klasse. Dit geeft dus samen 34 + 2 = 36 
rechte lijnen op het oppervlak. 

De kegelsneden, die door een punt P gaan, twee rechten 
vi en Va snijden, twee vlakken pi en pa aanraken en haar vlak 
door 1^ zenden, vormen een oppervlak van den graad 16, om- 
dat P ;M y* fj^ =- 16 is. 

De rechten vi en n zijn viervoudige rechten op dit opper- 
vlak, want uit elk van haar punten gaan vier kegelsneden van 
dit stelsel. Legt men n.1. een vlak door P, door een punt P' 
van vi, en door (j., dan liggen daarin vier kegelsneden, die 
door drie punten gaan, en twee rechten aanraken. 

Er liggen ook ontaardingen op dit oppervlak (P (j. v^ p'^), 
want legt men eene rechte t uit P op n en op de snijlijn /ia 
van pi en pi, vervolgens een vlak door /^ en t en zoekt dan 
het snijpunt Q van va met dit vlak, dan vormt de verbindings- 
lijn van Q met het snijpunt van ( en ha de tweede rechte t' 
van een lijnenpaar, waarvan ( de andere rechte is. Zoo vindt 
men er nog een, dus er liggen twee lijnenparen of vier rechten 
op het oppervlak. 

Ook is er eene'^ontaarding der tweede klasse. Legt men 
n.1. de rechte t uit P op vi en y^, dan voldoet deze als dubbel- 
rechte, waarvan het vlak door ja, en t bepaald is. Hare rang- 
punten liggen in de doorgangen van t op pi en 02. Langs 
haar ligt een raakvlak door /.* aan het oppervlak. 



'^ Dit stelsel kegelsneden vormt een oppervlak van den graad 
72, omdat ij. -A / = 72 is. 

De rechten yi, ya, ys liggen er op en zijn 16-voudig, omdat 
uit een willekeurig punt van yi zestien kegelsneden gaan; 
immers V li y^ p^ ^ 16. 

Verder Hggen op dit oppervlak nog rechte lijnen, aftomstig 
van de ontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze vindt men 
uit Z IJ. y' p^ = 24 en ^ ij. v^ p^ = 48 en wel drie achtmaal 
getelde ontaardingen van den tweeden graad en ^esachtraaal 
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ontaardingen der tweede klasse. Er zijn dus samen 
6 -f- 6 ^ 12 rechten op dit oppervlak. 

De kegelsneden, die door een punt P gaan, ccno rechte v 
snijden, drie vlakken pi, pi, pa aanraken en hun vlak door ij, 
laten gaan, vormen een oppervlak van den graad 16, omdat 
Pfi;,a^»== 16 is. 

De rechte y is eene viervoudige rechte op dit oppervlak, 
want uit elk van haar punten gaan vier kegelsneden van dit 
stelsel. Immers, legt men een vlak door P, door een punt 
P' van y, en door /-t, dan liggen daarin vier kegelsneden door 
twee punten, die drie rechten aanraken. 

Er liggen ook ontaardingen op dit oppervlak. Verbindt 
men het snijpunt Q van de vlakken pi, p^, p^ met P door eene 
rechte t; legt daarna het vlak door /.; en f en zoekt het snij- 
punt R van dit vlak met y, dan vormt de rechte R Q met t 
een lijnenpaar dat voldoet. Er liggen dus twee rechten op 
dit oppervlak. 

Legt men uit P de transversaal i op y en op eene snijlijn l 
van twee der vlakken p, dan voldoet t als ontaarding der 
tweede klasse, waarvan het vlak door ia en t bepaald is. 
Hare rangpunten liggen op l en in het derde raakvlak. Zoo 
vindt men er drie, dus er üggen nog drie rechten op dit 
oppervlak. 

Zoekt men de kegelsneden, die raken aan eene rechte /, 
drie stralen vi, Vi, vz snijden en haar vlak door (j. zenden, dan 
vormt dit stelsel (T fi y^) een dubbelvlak als ontaarding van 
een quadratisch oppervlak. Immers zoekt men het aantal 
kegelsneden van dit stelsel, dat eene rechte snijdt, dan is dit 
aantal twee volgens de waarde van T f^ y*. Deze rechte heelt 
dus twee punten met dit vlak {[/., T) gemeen en het vlak is 
dus een dubbelvlak. 



Dit stelsel kegelsneden vormt een oppervlak van den 
graad 48, omdat {/, v^ p* = 48 is. 

De rechten yi en ys liggen er op en zijn twaalfvoudig, omdat 
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uit een willekeurig punt van uy of vu 12 kegelsneden gaan; 
immers P f/ > ^j^ ;= 12. 

Verder H^en op dit oppervlak rechte lijnen, afkomstig van 
de ontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze ^andt men uit 
5 /^ v^ ^* = O en •/! j/L y^ p* ^= 40 en wel tien viermaal getelde 
ontaardingen der tweede klasse. Er liggen dus tien rechten 
op dit oppervlak. 

De kegelsneden, die door een punt P gaan, vier vlakken 
pu fa, f», f4 aanraken en haar vlak door fi zenden, vormen 
een oppervlak van den graad 12, omdat P ^ y ^ * = 12 is. Op 
dit oppervlak liggen geene lijnenparen, omdat /n, pi, pz, p\ 
elkaar niet in één punt snijden. 

Wel liggen er ontaardingen der tweede klasse op, want 
legt men de transversaal t uit P op de snijiijnen ht. en hi 
van pi en fa en van fs en fi, dan voldoet t als ontaarding 
der tweede klasse, waarvan het vlak bepaald is door ( en n, 
en de rangpunten liggen in h^ en In. Daar men drie zulke 
ontaardingen der tweede klasse vindt, geeft dit drie rechten 
op het oppervlak. 

Ook is cene rechte ( mogelijk uit P naar het snijpunt Q 
van drie vlakken p; deze ontaarding der tweede klasse voldoet, 
want haar vlak is bepaald door /.* en ( en hare rangpunten 
liggen in Q en in het vierde vlak p. Omdat men vier zulke 
ontaardingen vindt, geeft dit nog vier rechten op het oppervlak. 
Zoekt men de kegelsneden, die raken aan eene rechte l, 
aan een vlak p, twee stralen >i en Vi snijden en waarvan het 
vlak door fA, gaat, dan vormen deze een viervoudig vlak als 
ontaarding van een biquadratisch oppervlak. Immers zoekt 
men het aantal kegelsneden van dit stelsel (T ij. v^ p), dat 
eene rechte snijdt, dan is dit aantal vier, omdat T (j. v'^ p ^ ^ is. 
Deze rechte heeft dus vier punten met het vlak (/-t, T) gemeen, 
dus (c( T) is een viervoudig vlak. 



Het stelset kegelsneden, dat hieraan voldoet, vormt een 
oppervlak van den graad 24, omdat (j. -j' p'' = 24 is. 

De rechte v ligt hierop en is zesvoudig, immers uit eik 
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harer punten gaan zes kegelsneden Yan dit stelsel, omdat 
p 1^ ,5 = 6 is. 

Op dit oppervlak liggen nog rechte lijnen, afkomstig van 
ontaarde kegelsiieden. Deze vindt men uit èfivp^^=0 en 
Vi fj. V p^ =^ %(i en wel tien dubbelgetelde ontaardingen der tweede 
kïasse. Er liggen dus op dit oppervlak tien rechte lijnen. 

Zoekt men de kegelsneden, die raken aan eene rechte l, 
aan Iwee vlakken p\ en ,3a, die eene rechte ;' snijden en haar 
vlak door ij, zenden, dan vormt dit stelsel {T y. v f) een vier- 
voudig vlak als ontaarding van een biquadratisch oppervlak. 
Immers zoekt men het aantal kegelsneden van dit stelsel, dat 
eene rechte snijdt, dan is dit aantal vier volgens de waarde 
van T j/.v^ f. Elke rechte snijdt dit vlak in vier punten, 
dus genoemd vlak is viervoudig. 



Dit stelsel kegelsneden vormt een oppervlak van den graad 12, 
omdat ^v f = Xt is. 

Op dit oppervlak liggen ■ rechte lijnen, afkomstig van de 
ontaarde kegelsneden in dit stelsel. Deze vindt men uit 
5 fi fj'^ = O en >) fi /i^ = 10, dus alleen tien enkelvoudige ont- 
aardingen der tweede klasse. Er liggen dus tien rechten op 
dit oppervlak. 

Zoekt men de kegelsneden, die raken aan een rechte l, aan 
drie vlakken pi, p2, f3 en waarvan het vlak door ^ gaat, 
dan vormt dit stelsel T /.t p^ een dubbelvlak als ontaarding 
van een quadratisch oppervlak. Want zoekt men het aantal 
kegelsneden van dit stelsel, dat eene rechte snijdt, dan is dit 
aantal twee volgens de waarde van T fj, i/ p^. Elke rechte 
snijdt het vlak (T, (a.) dus in twee punten, zoodat deze meet- 
kundige plaats een dubbelvlak is. 



§4. 

De kegelsneden, die op zeven rechten rusten, vormen een 

oppervlak, waarvan men den graad weer bepaalt uit het aan- 
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tal snijpunten met eene rechte. Deze graad is de waarde 
van y^, dus 92. 

De zeven rechten wi, i-a, yg, 'Ji, vt, vu, vi worden door alle 
liegelsneden gesneden, liggen dus op dit oppervlak. Alle zijn 
18-voudig, want P i'*' = 18, dus «it elk barer punten gaan 
iS kegelsneden. 

Verder liggen er nog rechten op dit oppervlak, die afkomstig 
zijn van de ontaarde kegelsneden uit dit stelsel. Deze vindt 
men uit 3 v'' ^ 140 en >i v' = O, dus 140 lijnenparen. Deze 
geven echter 70 dubbel getelde en 140 enkelvoudige rechten, 
want elke transversaal op vier der zeven rechten wordt door 
twee transversaien op haar en op de overige drie rechten tot 
twee kegelsneden aangevuld. 

Zoekt men de kegelsneden, die door een punt P gaan en 
vijf rechten vi, ya, vg, va, y-o snijden, dan vormen deze een opper- 
vlak van den graad 18, omdat V v^ =^ \^ is. 

Neemt men op een van de rechten n, ^a, ^a, ^4, ^5 eenig punt 
P', dan gaan daardoor vier kegelsneden van dit oppervlak 
(F v% omdat P^ v* = 4 is. Dus elk van die vijf rechten is vier- 
voudig op dit oppervlak. 

Legt men door P eene rechte ( op twee der vijf stralen 
y\, y^, vs, n, v&, dan wordt deze door twee transversalen op t 
en de overige drie stralen aangevuld tot twee ontaarde kegel- 
sneden. Voor elke combinatie vindt men dus ééne dubbele 
rechte en twee enkelvoudige rechten op dit oppervlak. Daar 
men ^i, va, vs, vi, V5 op 10 manieren twee aan drie kan coni- 
bineeren, zijn er 10 dubbele en 20 enkelvoudige rechten op 
dit oppervlak. 

Men vindt ook nog 20 enkelvoudige rechten, als men op 
vier der vijf stralen y eene transversaal t legt en uit P eene 
transversaal op ( en op de vijfde rechte y. Men vindt n.I. 
vijf combinaties vier aan één van fi, ^a, i's, va, vg en telkens 
twee transversalen op vier rechten, dus 10 lijnenparen of 
20 rechten. 

Legt men oen vlak door P en vi, dan ligt daarin de vier- 
voudige rechte ^i; vier dubbele rechten, omdat men uit P 
eene rechte naar elk der vier doorgaogen van y^, vs, ^i, y^ kan 
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trekken en deze dubbel te tellen is, daar zij tot twee ontaar- 
dingen van den tweeden graad behoort; twee enkelvoudige 
rechten door P, n.t. de rechten, die door P gaan, op ui rasten 
en de twee transversalen op va, y», '^i, ^5 ontmoeten; eindelijk 
de kegelsnede door P en de doorgangen van ^2, wt, yi, vt op 
het vlak (P vi), welke eciiter dubbel te tellen is, omdat zij vi 
tweemaal snijdt. Zoo vindt men ook, dat de graad van het 
oppervlak {P v^) is 4 + 8 + 2 + 4 = 18. 

Het punt P is een twaalfvoudig punt op dit oppervlak, want 
als men iet op de doorsnijding in het vlak {P ^1), dan gaan 
door P vier dubbele rechten, twee enkelvoudige rechten en de 
dubbel te tellen kegelsnede. 

Ook ziet men gemakkelijk, dat de doorgangen van Vi, v-i, vt, vs 
op het vlak (F vi) viervoudige punten zijn, want door eiken 
doorgang gaat eene dubbele rechte en de dubbel te tellen 
kegelsnede. 



De kegelsneden, die op zes gegeven stralen vi, vs, y^, yi, vr,, ve. 
rusten en een gegeven vlak p aanraken, vormen een opper- 
vlak van den graad 116, omdat y'' p = 116 is. 

De rechten ci, vi, ys, n, y^, ys liggen op dit oppervlak, omdat 
zij door alle kegelsneden gesneden worden. Alle zijn 24-voudig, 
want P v^ ^ = 24, dus uit elk harer punten gaan 24 kegelsneden. 

Verder liggen er nog rechte lijnen op dit oppervlak, af- 
komstig van de ontaardingen in dit stelsel. Deze vindt men 
uit S y" p = 140 en fj y^ /^ = 0; dit zijn echter 70 dubbel- 
getelde lijnenparen, omdat p door haar dubbelpunt gaat. Dus 
er liggen 140 rechten op dit oppervlak. 

De kegelsneden, die door een punt F gaan, vier rechten 
yi, J'2, ya, yi snijden en een vlak ^i aanraken, vormen een opper- 
vlak van den graad 24, omdat F v^ /j = 24 is. Neemt men op 
een der vier rechten y eenig punt P, dan gaan daardoor ses 
kegelsneden, omdat F^ y^ p ^ & is. Dus vi, vz, n, vi zijn zes- 
voudige rechten op dit oppervlak. 

Legt men uit P eene rechte t op twee dor vier rechten y, 
dan snijdt t het vlak p in een punt Q. Uit Q trekt men de 
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transversaal t' op va en vj, dan vormt t' met t een lijnenpaar 
van dit stelsel. Daar men vier stralen op zes manieren twee 
aan twee kan rangschikken, geeft dit zes lijnenparen, dus 13 
rechten op dit oppervlak. 

Verder kan men eene transversaal t leggen op n, ya, vs, n; 
vervolgens het snijpunt van ^ en ƒ> verbinden met P, dan 
vormt deze rechte met t een lijnenpaar. Er zijn twee trans- 
versalen op vier rechten, dus twee lijnenparen, dus liggen er 
nog vier rechten op dit oppervlak. 

Legt men een vlak door P en v\, dan ligt daarin de zes- 
voudige rechte n; drie dubbele rechten uit P naar de door- 
gangen van Vi, Va, y* met het vlak {P yi) ; twee dubbele rechten 
door F, die op de beide transversalen van y\, Vi, v$, yi rusten 
en p in het snijpunt met elk dezer transversalen ontmoeten; 
eindelijk de beide kegelsneden door F, die vs, ya, Vi snijden en 
p aanraken en die dubbel te tellen zijn, omdat zij yi dubbel 
snijden. Ook zoo vindt men, dat de graad van het oppervlak 
(F y* f)) 6 + 6 + 4 -f- 8 = 24 is. 

F zal een 14-voudig punt zijn van deze doorsnijding in 
(P yi), want door P gaan drie dubbele rechten naar de door- 
gangen van ya, yi, y4 met (Pyi); verder twee dubbele rechten 
op de beide transvei-salen van yi, ya, yg, y* en de beide dubbel 
te tellen kegelsneden. 

De doorgangen van ui, uz, -Ji met het vlak (P vi) blijken hier 
zesvoudige punten te zijn, want door ieder gaat ééne dubbele 
rechte en twee dubbel te tellen kegelsneden. 



De kegelsneden, die op vijf rechten rusten en twee vlakken 
aanraken, vormen een oppervlak van den graad 128, omdat 
/^^=128 is. 

De rechten vi, ya, vs, m, va liggen op dit oppervlak en zijn 
28-voudig, want P y* (j^ = 28, dus uit elk harer punten gaan 
28 kegelsneden van dit stelsel. 

Verder liggen er nog rechten op dit oppervlak, afkomstig 
van de oniaardingen in dit stelsel. Daar 3-/' p^ := 80 en 
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vi</p^ = 0, vindt men 20 viermaal getelde lijnenparen, dus 
veertig rechten op dit oppervlak. 

De meetkundige plaats der fcegelsneden, die door een punt 
P gaan, drie stralen n, j-a, s-s snijden en twee vlakken pi en ^a aan- 
raken, is een oppervlak van den graad 28, omdat P v^p^ = 28 is. 
Elk der stralen y is eene 8-Toudige rechte daarop, omdat door 
elk harer punten 8 kegelsneden van dit stelsel gaan, immers 
P^ y^ p^ = 8. 

De transversaal * uit P op vi en de siiijlijn l van pi en ps 
wordt door de rechte uit het snijpunt van * en l rustend op vs 
en Cs tot eene ontaarde kegelsnede aangevuld. Er zijn zoo drie 
kegelsneden, dus ses rechte lijnen op dit oppervlak (P v^ p^). 

Legt men eene transversaal t op :'i, j^a, yg, ^ en dan uit het 
snijpunt van ( en l eene rechte t' naar P, dan vormt t' met 
t een lijnenpaar, dat voldoet. Er zijn twee transversalen op 
vier rechten, dus twee zulke lijnenparen of vier rechten op 
dit oppervlak. 

Legt men een vlak door P en vi, dan ligt daarin de acht- 
voudige rechte vi; ééne viervoudige rechte rustend op vi en 
gaande door F; eindelijk vier kegelsneden door drie punten, 
die twee rechten raken en die dubbel te tellen zijn, omdat 
zij yi dubbel snijden. Ook zoo vindt men voor den graad 
van het- oppervlak (Py'^^) 8 + 4 -|- 16 = 28. 

Op dit oppervlak is P een 12-voudig punt, want als men 
let op de doorsnijding in het vlak (P -^i), gaan door P ééne 
viervoudige rechte en vier dubbel te tellen kegelsneden. De 
doorgangen van vlak (P yi) met ya en vs zijn 8-voudige punten, 
want door elk gaan vier dubbel te tellen kegelsneden. 



De kegelsneden, die op vier rechten yi, yg, ws, yi rusten en 
drie vlakken pi,pi,p3 aanraken, vormen een oppervlak van 
den 104«n graad, omdat j-^ p^ = 104 is. 

De rechten yi, yj, ys, y* liggen op het oppervlak, want alle 
kegelsneden rusten erop. Ze zijn 24-voudig, want uit elk 
harer punlen gaan 24- kegelsneden, omdat Py^p^^^i is. 

Op dit oppervlak liggen ook nog rechten, aikomstïg van de 
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oiitaai'dingen in dit stelsel. Omdat S v* p^ = 24 en i^ v* /j* =^ O, 
liggen er drie achtmaal getelde ontaardingen van den tweeden 
graad, dus ses rechte lijnen op het oppervlak. 

De kegelsneden, die door een punt P gaan, twee rechten 
vi en V2 snijden en drie vlakken pi, p^, p^ aanraken, vormen 
een oppervlak van den 24^*^» graad, omdat Pv^/3* = 24 is. 
Elk der rechten fi en va is achtvoudig, omdat door elk harer 
punten 8 kegelsneden gaan, immers P^Vf3^ = 8. 

Verbindt men P met het snijpunt Q der vlakken p door 
eene rechte t en legt men uit Q eene transversaal (' op vi 
en V2, dan vormt t' met ( een lijnenpaar, dat voldoet. Op 
het oppervlak {P v^ p^) liggen dus nog twee rechte lijnen. 

Een vlak door P en vi geeft als doorsnijding de acht- 
voudige rechte vi en vier kegelsneden door twee punten, 
welke drie rechten raken; de kegelsneden moeten dubbel 
geteld worden, daar zij vi tweemaal snijden. Ook hieruit 
blijkt dus, dat het oppervlak van den graad 8 + 16 = 24 is. 

Het punt P is achtvoudig, want de vier dubbel te tellen 
kegelsneden gaan er door. Om dezelfde reden is het snijpunt 
van Vi met het vlak (F vi) achtvoudig. 

Zoekt men de kegelsneden, die aan eene rechte l raken en 
vier stralen yi,:'^, y^, V4 snijden, dan vormen deze een opper- 
vlak van den twaalfden graad. Immers zoekt men het aantal 
snijpunten van dit oppervlak met eene willekeurige rechte, 
dan wordt dit gevonden uit T y* ^= 12. 

Op dit oppervlak zijn yi, >a, ys, yi dubbelrechten. Legt men 
n,l. een vlak door eenig punt van vi en door l, dan liggen 
daarin twee kegelsneden door vier punten, die eene rechte 
aanraken. 

Legt men eene transversaal t op yi, va, vs,l en vervolgens 
een vlak door ( en l, dan geeft het snijpunt van ^4 met dit 
vlak de tweede rechte van een lijnenpaar, dat voldoet. Er zijn 
vier combinaties drie aan één van de rechten y, dus acht ont- 
aardingen, want vi, ya, yj, l hebben twee transversalen. Er 
liggen dus 10 rechte lijnen op het oppervlak (T ■/). 
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De kegelsneden, die aan deze voorwaarde voldoen, vormen 
een oppervlak van den 648t6n graad, omdat v* p* = 64 is. 

De rechten vi, V2, n liggen op dit oppervlak, daar alle kegel- 
sneden hierop rusten. Ze zijn 16-voudig, want F v* / ^ 16, 
dus uit elk harer punten gaan 16 kegelsneden van dit stelsel. 

Verder liggen er geene rechten op, wantJv*^*=Oeniiv^f;*^0. 

De kegelsneden die door een punt P gaan, eene rechte v 
snijden en vier vlakken f aanraken, vormen een oppervlak 
van den 16^" graad, omdat Py^^*=]6 is. De rechte y is 
eene achtvoudige rechte op dit oppervlak, want uit elk harer 
punten gaan 8 kegelsneden van dit stelsel, immers P^^)*^ 8. 

De doorsnijding van dit oppervlak met een vlak door Pen y 
bevat de achtvoudige rechte y en twee kegelsneden door P, 
die vier rechten aanraken; deze kegelsneden zijn dubbel te 
tellen, omdat zij y tweemaal snijden. Ook zoo vindt men, 
dat de graad van dit oppervlak 8 + 8 = 16 is. 

Het punt P is een viervoudig punt der doorsnede, want de 
beide dubbel te tellen kegelsneden gaan er door. 

De kegelsneden, die op drie rechten yi, V2, n rusten, eene 
rechte l en een vlak p aanraken, vonnen een oppervlak van 
den 20*t«» graad, omdat T j-* /; = 20 is. 

De rechten yj, ya, y» zijn viervoudige rechten op dit opper- 
vlak, omdat een vlak door l en eenig punt van yi vier kegel- 
sneden van het stelsel (T y* p) bevat. 

Legt men de transversaal t uit het snijpunt van l met p 
op vi en yg en vervolgens een vlak door l en (, dan geeft 
het snijpunt van vs met dit vlak de tweede rechte van een 
lijnenpaar, dat voldoet. Zoo vindt men er drie, dus dit geeft 
ses rechten op het oppei'vlak. 

Ook ontaardingen der tweede klasse liggen er op. Zoekt 
men de twee transversalen van l, yi, ya, y*, dan zijn dit twee 
ontaardingen der tweede klasse met de rangpunten op l en in p. 
Dit geeft dus nog twee rechte lijnen op het oppervlak (T v^ p). 



De kegelsneden, die aan deze voorwaarde voldoen, vormen 
een oppervlak van den 32^'™ graad, omdat y^/j* = 32 is. 
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